6-7 Fonctions, limites et continuité, exercices

. Soit f une fonction dont le domaine est [0, 2]. Soit g : R — R définie par g(z) = 22 pour tout x € R.
Quel est le domaine de définition de fog?
On exprime les conditions. Attention & I'inéquation. [—+/2; /2]

. Soit f une fonction dont le domaine est [0, 1]. Soit
g:R—R:zw~ sin(z).

Quel est le domaine de définition de f o g? Quel est le domaine de définition de g o f?
domyoy = {z :sin(x) € [0;1]} = Upez[2km; 7 + 2k7], domger = [0; 1].
. Soient les fonctions
fiRa>R:z—cos(z) et g:R—=-R:y— /v
Déterminer le domaine de définition de f, g, go f et fog.
dom; = R, domg = [0;+o0[, domgoy = {z € R : cos(z) > 0} = Upez[—5 + 2km; 5 + 2k7],
domyeg = [0; +o0].
. Etant donné les fonctions
frR=R:x— 2z

et

g:R>R:z—V2—22

déterminer le domaine de définition de f et g. Décrire algébriquement les fonctions f + g, f — g, 5,
et fg et fog et déterminer leur domaine.

Vu les propriétés de la racine carrée, on a domy = [0;+oo[, dom, = [—v2;v/2] Le domaine de
f+g, de f—getde fgest [0;1/2], et pour  dans ce domaine (f + g)(z) = 2y/z £ V2 — 22 et
(fg)(x) = 2¢/xv2 — 22. Le domaine de 5 est [0;v/2], et dans ce domaine <(z) = % = \/22_%
Enﬁn’ domfog = [—\/§a \/5]7 et (f Og)(l‘) = f(g(:l?)) =2 4V 2 — 22

. Etudier la parité des fonctions suivantes.

1) fi:R=>R:zw— 2%+ 3;

2) f2:[0,+oo[=R:z— 23 —x;

3) f3:R—>R:z 32— 222

=3t si t<0

3t si t>20

Q [~

1) f4:[—2,2]—>R:t»—>{

La fonction f7 est paire, fo n’est ni paire ni impaire, f3 n’est ni paire ni impaire, et f; est paire.
. Si f et g sont impaires, que peut-on dire de fog, f —g et g?
foget f— gsont impaires, 5 est paire.

. Démontrer que si f est impaire et si 0 appartient a domy, alors f(0) = 0.
On a f(0) = f(—0) = —f(0), donc f(0) est égal a son opposé. Il est donc nul.

. Décomposer les fonctions suivantes comme une composition ou une combinaison de fonctions connues.
En déduire le domaine de définition.

.1
1) f:R%R:x%tg(mzsflig))—k\3/x2—1;

T

2) g: R>R:y— 3tg(%)
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3) h:R — Rt /t+arcsin(t? — 2)

4) fi:R—R: /5 +sin(t) + tg (2¢).

On regarde somme, produits, composées. On lit en francgais et on repere les “de” et les “du”. On fait
attention & mettre les composées a I’endroit (dans les expressions du type cos?(z)). On applique les
théoremes correspondant & la décomposition pour trouver les domaines.

Trouver f o go h pour f,g et h définies par f(x) = ﬁ, g(z) = 23, h(z) = = — 1 pour tout x
convenable.

Le domaine de fogoh est {x : (x —1)3+1 # 0}. En résolvant I’équation correspondante, on trouve

que le domaine est Ry. On a alors (fogoh)(z) = W, pour tout z € Ry.

Sif:R>R:z—+3—xzetg:R—R:z— /z, donner le domaine de f et de g. Donner le
domaine de définition et décrire algébriquement les fonctions fog, go f, fo f,gog.

On a domy =] —o00; 3], domy = [0; +oo[. Alors & € dom ., ssi x € domy = [0;+00[ et g(x) € domy =
| — 00;3]. Cette derniére condition s’écrit \/x < 3, qui est équivalente & z < 9 (on peut élever au
carré et garder une inéquation équivalente car les deux membres sont positifs). Le domaine est donc
[0;9]. On pouvait le voir aussi a partir de I’expression analytique :

(fog)@) = /3 - Va.
En procédant de la méme fagon, on trouve
o domgos =] —o00;3] et (go f)(z) = V3 — =z, si x € — o0; 3].

o domyoy =[—6;3] et (fo f)(x) =1/3—+V3—ux,size[-6;3].

e domgey = [0;4+00] et (9o g)(z) = Vx, si x € [0; +oo|
Déterminer I'unique fonction du premier degré f telle que f(1) =3 et f(5) = 11;
f:R—=R:xw— f(z) =2z +1 (on écrira aussi plus simplement (f(x) = 2z + 1)).

Déterminer I'unique fonction du premier degré g telle que g(2) = 3 et dont la pente est —3.
g:R>R:z—g(z)=-3x+9

Déterminer la pente de la fonction du premier degré h telle que h(1) =5 et h(3) = 10. Déterminer
h et h(7).

La pente est donnée par % = 2. Alors h(z) = h(1) + 2(z — 1), ou encore h(z) = 3z + 5. Donc
h(7) = 20.

En général, déterminer la pente d’une fonction du premier degré f a partir de ses valeurs en deux
nombres distincts a et b.

On a vu le calcul pour les équations de droites. On peut aussi exprimer les conditions pour une

fonction f donnée par f(z) = max + p et on trouve m = w (ce que l'on note parfois dans

d’autres cours %).
xX

Le montant de la facture de mon téléphone fixe s’exprime en fonction du nombre de minutes de
communication, a ’aide d’une fonction du premier degré. Pour 50 minutes, je paie 16 euros et pour
2 heures et trente minutes, je paie 28 euros. Combien paierais-je pour 3 heures et 20 minutes ?
Notons P(t) le prix en euros pour ¢ minutes consommées. C’est une fonction du premier degré
satisfaisant les conditions P(50) = 16 et P(150) = 28. On trouve P(t) = 16+ 4 (¢t — 50). On calcule
P(200) = 34.

La coordonnée sur un axe d’un mobile suivant un mouvement rectiligne uniforme est donnée par
une fonction du premier degré. Sachant que sa position en ¢ = 3s est & 15m de 'origine et qu’en
t = 8s, il est a 40m de origine, déterminer sa vitesse en m/s et sa position apres 30 secondes.
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Noter z(t) la position du mobile au temps ¢, en métres. Exprimer les conditions. On trouve la vitesse
de 5m/s. Apres 30 secondes, le mobile se trouve a 150 meétres de 1'origine. On a simplement multiplié
car en l'instant initial, le mobile se trouvait a ’origine.

Déterminer en quel point la fonction du second degré
f RoR:z—22—5x+6

admet un extremum. S’agit-il d’un maximum ou d’un minimum ?

Appliquer la formule. On trouve z,, = %, c¢’est un minimum (coefficient de x?).
Déterminer 'axe de symétrie du graphe et les zéros de la fonction précédente. Représenter cette
fonction.

L’axe de symétrie est la droite d’équation x = % Les zéros sont 2 et 3. La représentation est une

parabole, que I'on pourra tracer en ajoutant quelques points aux informations listées ci-dessus.

On lance une pierre a la verticale, a partir du sol, avec une vitesse initiale de 20m/s. Quelle est la
hauteur maximale atteinte par la pierre (on fera une approximation : g = 10m/s?)?
La hauteur de la pierre (en metres) s’exprime en fonction du temps (en secondes) via la fonction du

second degré

10¢2
y(t) =0+20t — —— = —5t2 + 20t.

La hauteur maximale est atteinte en ¢,, = 2 et elle vaut y(2) = 20. C’est une bonne idée de résoudre
cet exercice en général, avec une vitesse initiale vg.
Déterminer si les fonctions suivantes sont injectives :
1) f:R=>R:z~ 64— 2z,
2) g:R—>R:x > cos(x);

)
3) h:]5, +00[—]0, +oo[: x ++ 2% — 5z
4) i:RO%Rotxl—)%.
- . 2z+3
5) j:R—>R:zw— 225
. . 7
6) k:R—=R:z— EEC

Si la réponse est affirmative, déterminer la fonction réciproque correspondante.

On considére 1’équation y = f(x), pour tout y dans I'ensemble d’arrivée de la fonction. On cherche
a voir si, pour tout y donné, il y a au plus une solution x dans I’ensemble de départ. Cette solution
est alors f~1(y).

1) L’équation y = 64 — 2z admet une seule solution, quel que soit y, c’est x = 32 — y. Donc la
fonction est injective et
MR- R:y—32—1y.

2) L’équation y = cos(x), pour y € [—1;1] et pour x € R admet de nombreuses solutions, donc la
fonction n’est pas injective.

3) On consideére 'équation y = x? — 5z, ol y appartient & ]0, 4+o00[ et olt on cherche une solution
r €]5,+oo. C'est une équation du second degré que l'on réécrit 2 — 5z —y = 0. On a

A =25+4y > 0, pour y > 0. On trouve x = SEyv2oily V225Hy. Mais on cherche une solution dans

]5; 400, donc la fonction est injective et on a h~1(y) = 2HV22+dy V225Hy.

4) La fonction est injective et i~1(y) = %

2y+3

5) La fonction j est injective et j7! : R — R : y > 52
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6) La fonction k est injective et k™' : R — R : y %.
Soit la fonction g définie pour tout z par g(z) = /7 + 2. Déterminer le domaine et I'image de g.
Démontrer que g est injective et déterminer la fonction réciproque.

2

Le domaine est [—%; +o0| et I'image [0; +o00[. L’application est injective et g~'(y) = yTJ, définie
sur [0; 4+o00].
La figure suivante donne une partie de la représentation graphique de la fonction f. Le domaine de
la fonction f est |0, +oo[ et elle est strictement croissante.

3 A

—
2 — |
//
1
T >
o/|1 |2 |3 |4 |5 |6

Bl

Quel est le domaine de fo f7 |1;400]

La figure suivante donne une partie de la représentation graphique d’une fonction f du second degré,
définie sur R. Que vaut f(6) 7 46

Soit la fonction g définie par
1

g:R%R:mHg(m):m.

Déterminer le domaine de définition de g. Déterminer les limites lim g(x), lim g¢(z),et lim g(z).
z—0 T——+00 T——00

Donner une représentation graphique de cette fonction et I'utiliser pour se convaincre du résultat.
Le domaine est Rqg. Les limites sont 400, 0 et 0. La représentation graphique est obtenue a partir
de celle de h(z) = 1.

Expliquer pourquoi l’expression lim +/x n’a pas de sens.
Tr—r—00

Parce que —oo n’est pas adhérent au domaine de la fonction en question.

26. Calculer les limites suivantes, quand elles peuvent étre considérées.

1) limy 1 2% — 3z + 2 6) lim, 4 £10 11) limyyo YHENVAZE

: Ja i &
2) limg_0 % 7) limg o \/%—1 12) limg 3 \/au;—tl?)—Q
3) lim, 4 oo Izl 8) lim, o 12+7_:1;—6

. N a2 13) lim, o Y=L
4) limy = 9) limg—, o vVaz?+2x—1

2 _

5) lim,_,g £=342 10) limg 5 V22 + 22 — 1 14) limg_,q 200
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. 24+1)(Vifa2—1 : 2x4-4 . V355 422—3
15) limg 0 (ST ) limg_o f_;s . 97) limg_,_o, Y3EE2E=3
. €T + xre—
16) lim,,,; T80 ) L oo Rl 28) Timy oo YIS
: 231222
17) limg s 4o 355201 ) 1t oo Sor s 20) litn,.,o, YAEEEEE
18) lim —a’ 42?1 ) iy yoo 73%_22:3_471
T+00 3373514 i 30) lim (z—2)%(V1+a2-1)

19) limg_ o 221 ) limg oo VI 220 (G T1)3(Vata?—2)
20) limg oo 2% ) limy, 4o Y32 4203 31) lim,_,, 2=

1) 0 ) 1 (conjugué, P) 23) —o0

2) n’existe pas ) 2 (2x conjugué, P) 24) /3

3) 1 ) % (produit, conjugué, P) %) V3

4) —1 ) 2 (produit, 2x conjugué, P)

5) 0 ) 0 (factoriser, P) 26) V3

6) 8 (P) ) 3 27) —V/3

7) 2 (conjugué, P) ) —oo 28) 2

8) 5 (factoriser, P 2

) (ac/orlser ) ) 20) 2

9) non défini ) 2
10) V7 ) —8 30) —8 (Produit, 2x conj., P)
11) 1 (conjugué, P) ) +oo 31) 3a? (Factoriser, P).

Déterminer le domaine de définition et de continuité de f définie par f(z) = x + cos(y/x). Calculer

lim, - f(x).

La fonction est définie et continue sur [0; +oo|. La limite est m + cos(y/7).

Déterminer le domaine de définition et de continuité de g définie par g(z) = —z + 3 cos(v1 — 22).
Le domaine de définition et de continuité est [—1;1].

Déterminer le domaine de continuité de

ffR>R:z—

r—3
voe—3

Le domaine de définition et de continuité est |3; +o0].

(Difficile) Déterminer les réels a et b pour que la fonction suivante soit continue sur R :

axr +b si r<1
fRoR:z—<{ 22—ar+b si 1<zx<2
2 si x>2

Sur R\ {1; 2}, la fonction coincide avec une fonction continue. Elle est continue ssi elle est continue
en 1 et en 2. Il est donc nécessaire et suffisant que la fonction admette des limites en ces points.
Cela est équivalent au fait que les limites & droite et a gauche en ces points existent et soient égales
a la valeur de la fonction en ces points. On obtient les conditions a+b=1—a+bet 4—2a+b=2.

On trouve g = % et b= —1.

. Déterminer le domaine de définition et de continuité de = définie par z(t) = t + /cos(t). Calculer
lim;_, = 2(t) et limy—r x(1) ;

Le domaine de définition et de continuité est {x € R : cos(xz) > 0}. Donc la premiere limite est
5t %. L’autre limite n’est pas définie.
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sin(x)

Sachant que, si x est exprimé en radians, on a lim = 1, calculer les limites suivantes :

x—0 X

. sin(4x . sin(4z) (x> — . cos(z)(z—:
1) lim, 0 7554 ) ; 2) lim, 0 7Sin((54x))((4$3_22)) ; 3) hmx—)% (%,(I))(Sin(i))-
Posons g(x) = % Alors g(max) = %, pour tout m # 0. On a lim,_,o g(mx) = 1. Cela permet

de calculer les limites, en utilisant aussi la décomposition en produit ou en transformant le cosinus :
1) 4 2) % 3) 7 -3.

Calculer la limite lim, 3 f(z) si f: R—>R:z— tg (%) 0
(2341)(x—1)2

(V3+22—2) cos(nz)

Calculer la limite lim, 3 g(x) sig: R - R : 2z — ln((l_i %ZZTI))

On ne 'a pas encore revu, mais le logarithme est une fonction continue. On calcule donc la limite

a l'intérieur et on trouve In(%).

Soit f la fonction du premier degré f satisfaisant f(2) =4 et f(—1) = 13. Calculer f(12).
On trouve f(x) = 10 — 3z, pour tout z, donc —26.

Calculer le nombre f(20) si f est la fonction du premier degré telle que f(4) =2 et f(8) = 10.

On trouve f(x) = 2x — 6, pour tout z, donc 34.

Calculer le nombre f(10) si f est la fonction du premier degré telle que f(4) = —2 et f(—3) = 12.
On trouve f(x) = —2x + 6, pour tout x, donc —14.

Soit f la fonction du premier degré telle que f(2) =1 et f(6) = —1. Que vaut f(12)7 —4

La position z(t) sur un axe gradué d’un mobile animé d’un mouvement rectiligne uniforme est donnée
en fonction du temps ¢ par le graphique suivant. Quelle sera la position du mobile en t = 177 2

Calculer la limite lim, 1 g(z) sig: R > R: 2z —

La figure suivante donne une partie de la représentation graphique d’une fonction f du premier
degré, définie sur R. Que vaut f(—6)? 1




42. Soit f la fonction du premier degré dont une partie de la représentation graphique est donnée par la
figure suivante et soit g une fonction dont le domaine est ]1; 4+00[. Quel est le domaine de go f —g?

12:54\5\6"m
-1

1) ]2; +o00] 3) 11; 400l

2) ] —o00;2] 4) © aucun des ensembles précédents

43. La figure suivante donne une partie de la représentation graphique d’une fonction f du second degré,
définie sur R. Que vaut f(—2)7

1) —12

[N}
S~—
<3
|
SN
w
N—
|
s
B
N~—
Wit

44. Les fonctions

fiR= Rz \Ja2(—a? + 8z —7)
et

g:R—>R:xl—>x\/(—x2~l—8x—7)

sont égales.

1) © Vrai 2) Faux

On regarde le domaine de ces deux fonctions. On voit qu’elles sont définies sur 'intervalle [1;7].
Dans cet intervalle, Va2 = z.

45. On lance un objet vers le haut. Cet objet est soumis a la gravité, et on néglige les frottements.
Sa position (sur un axe vertical, gradué en metres) est donnée approximativement en fonction du
temps (en secondes) par la fonction

y:R = R:te y(t) = =5t + vt + yo,

ou vg représente la vitesse initiale, positive. Sachant que 'objet atteint sa hauteur maximale apres
4 secondes, que vaut vg, en metres par secondes ? 40.

46. Soient f et g deux fonctions dont le domaine est R, telles que f est strictement croissante et g
strictement décroissante. Alors la fonction f — g est strictement croissante.
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55.

56.
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1) © Vrai

Soit f: R — R : x — f(x) une fonction du second degré telle que f(0) = 2, et qui atteint un
minimum, égal & —1 en x = 1. Que vaut f(3)7 11

(Difficile) La fonction

2) Faux

f:[1;400[= [7;+o0[:  — Va2 — 2z + 8

admet une réciproque.

1) © Vrai

2) Faux

Quelle est la pente de la fonction réciproque de la fonction

1
f:R—)R:$I—>—§$+2

? -3

Soient f et g les fonctions définies sur R par les expressions f(z) = v/8 — a3 et g(z) = ¥/z. Quel est

le domaine de fog?

1) [2, 400
2) [8,400]
. 2_
Que vaut lim,_.3 %}?6 ?

)

2) elle n’est pas définie

olo

(Difficile) Que vaut lim, o £ 7

1) 3
2) Q0
Que vaut limwﬁz(%f ?
1
1) 0 2) 3
) a3
Que vaut limy_, o0 % !
1
1) =3
2) U1

(2+2)(Va?$24-7) 5 ¢

Que vaut limg 5 =555

Que vaut limg 4 (z—5)(z+3)

Soit f: R — R tel que lim,_,o f(z) = 4. On a alors limg_;

3) O R

4) aucune des propositions précédentes.

3) 2

4) © une autre valeur

3) 1

4) elle n’existe pas

3) O & 4) 400

3) 1

4) une autre valeur

f@?41) _
z2+1 =2
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1) © Vrai

(Difficile) Que vaut lim,_,o
t

1) Qo
2) oo

Soit f: R — R tel que lim,_,q

2) Faux
R
e e
3) une autre valeur
4) elle n’est pas définie
@ = 3. On a alors lim,_,q f(xz;) — 3.

1) Vrai Il est vrai que lim,_g ! (533) = 3. On voit que 'af-
2) © Faux firmation est fausse déja pour f(z) = 3z.
Que vaut lim,_4 sin(%ﬁzs) ?
1) 0 3) elle n’est pas définie
2) Q1 4) une autre valeur
Que vaut lim,_,o I?;_‘r’g)*f ?
1) 3 3) +oo
2) O —0 4) elle n’est pas définie
Que vaut la limite lim,_,q % ?
1) 3 3) 6
2) O -6 4) elle n’existe pas
—4
Que vaut la limite lim _rT
a4 \/r +5—3
1) 0 3) 8
2) ©O6 4) elle n’est pas définie
Que vaut la limite lim,_, 7@‘” ?
1) =2 3) ©2
2) 0 4) elle n’existe pas.
Que vaut la limite lim,_, 7@‘” ?

1) +o00—00

—00

2) O 0

3) 2

4) elle n’existe pas.

Soit f une fonction de R dans R et a un point adhérent & domy. Si b € R, on a lim,, f(z) = b
dans une des conditions suivantes ; laquelle ?

1) I>0:Ve>0,(x €domy et [r—al<n) =|f(x)-b<e

2) OVe>0,In>0:(rcdomy et |z—al<n) =|f(xr)-b<e

3) I >0:Ve>0,(xr€cdomy et |z—0b<n)=|f(r)—al<e

4) Ve >0,In>0: (x €domy et |z —b<n) =|[f(zx)—al<e

Soit f:R—=R:z~—

24+-Tx
14+3z+222 "

Que vaut lim,_, 4o f(x) 7
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T1.
72.

73.

1) Qo 2) 1 3) 2 4) £2

Soit f:R—>R:z~ Vel —do—5_va"-25 Que vaut la limite lim,_,5 f(x)?

r—5
1)1 3) Voo
2) 8 4) Elle n’est pas définie
Soitg:R—R:z+— %’ﬁ?. Que vaut la limite lim,_,5 g(x) ?
1) 0 3) 8
2) 1 4) © une autre réponse

Soit f:R = R:t 2 — 7”52;3;*'9 Que vaut la limite lim;_,3 f(¢) ?

1) —6 3) 06
2) 0 4) elle n’est pas définie
La fonction f : R >R :z — x?’;;ifgﬁa admet une limite finie en x = 3. Que vaut a7 2

Soit f:R—>R:z+— (ﬁ)3 + 2z + 1. Que vaut la limite lim,_,o f(z)?
1) 8+1 3) 27
2) 0 4) © une autre valeur

1) 3 3) 03
0

4) elle n’existe pas

10



