8. Dérivées et applications exercices

1. Calculer la dérivée de la fonction f suivante définie par ’expression donnée. Précisez sur quel
intervalle le calcul est valide. Nous reverrons dans le prochain chapitre que In est définie sur |0; +o00]
et que Dln(x) = %, pour tout z > 0. De méme, nous verrons que l’exponentielle est définie sur R
et que De® = e*, pour tout = € R.

1) f(x) =322+ 22 — 2; 16) f(x) = 22 cos(tg (z2));
2 f)=st+ 17) f(2) = it
=% ) .
) f(x) = (22 — 4z + 3 1) o) =) 2
6) f(x) = 3sin(z)te (z) 20) f(z) = (3z — 5)(sin(x) — 3z°);
7) fle)=vE- & 21) f(y) = (tg(y) + 2)(sin(y) — 3);
_ (#P44t) |
8) f(z)=(1—2x)(1+ 6x) 22) f(t) = o1y 5
9) f(t):(3t_5)3 23) f =3+ 1 .
10) f(t) = t2sin?(t) cos(t) ) S =set g tg (z)
11) f(t) = tﬁfggl_l 24) f(x) = 322 sin(x) + 4 cos(z) ;
12) f(z) = o*sin®x; 25) fly) = Vy* - 1;
13) f(x) = sin(x?); 26) f(z) =In(z* + 2 + sin(z)) ;
14) f(z) =1+tg% — = 27) [f(y) = In(cos(3y));
15) f(z) =1+ cos®x; 28) f(2) = 22e(");
1) f'(z) =6x +2; 16) f'(x) = —2x (2?sin (2?) — cos (2?)) ;
2) fl(t)=3—-% ;o 6(222—130—18)
3; ?Et; =8t _ti 17) f'la) = ((:c2+12x—30>2) ’
t* / _ (sin(x)—1)(sin(z)+1) cos(x) .
1) f(z)=-5 18) f'(x) () 1)’ :
5) f'(x) =22z —4) (xz—( é)lx + 3) 19) f(x) = 5552%?) :
6) f/(x) = 3Sin(l‘) + 3cos2(z) 20) f'(x) = —272°+30z+3 sin(x)+3z cos(z) —5 cos() ;
7 f@) =55+ 505 21) f'(y) = m (sin(y) — 3) + cos(y) (tg (v) +2) 3
8) f/(x) =—4(6x —1) 22) f(t) = — 8t32+32t2+4 S
9) f/(t) _ 9(3t _ 5)2 23) f,(x) - 3(i—l) (t +t—1|-1) |
10) f'(t) = tsin(t)(2sin(t) cos(t) + 2t cos(t) — tsin?(t)) B cos®(z)(1+tg ())* 7
1) () = — 224 2647 24) f'(x) = 322 cos(z) + 2w sin(x) + 4 cos(x) ;
(t2+45t—1)> 25) f!(1) — 2y :
12) f(z) = 23 sin?(z)(4sin(z) + 3z cos(z)) ; ) IO = s
13) f'(z) = 322 cos (23) ; 26) f'(z) = ﬁ#% ;
14) f'(z) =0; 27) f'(y) = =3tz (3y);
15) f'(z) = —2sin(z) cos(x) ; 28) f/(z) = 22e(z*) 4 223¢(z") ;



2. La fonction f: R — R : 2 — |z| est-elle dérivable en xy = 0?7 Pourquoi ?

||

On applique la définition. Le nombre dérivé serait la limite lim, o --. Nous savons que cette limite
n’existe pas.

3. Déterminer dans chaque cas 'approximation linéaire L de la fonction f en le point zg donné :

1) f:R—>R:zw— 322 et 79 = 1; 6) f:R—R:z— sin(z?) et 29 =0;
2) f:R—R:x 3zt et 29 =0; 7 f:R>R:zx—3z+2etxg="7;
3) f:R=R:2— 322422 —3 et 29 = 4; 8) ftR—=R:awm 3z +2et xg=2;
4) f:R—=R:zw— sin(x) et z9g =0; 9) f: R%R5$'—>%en$0:0§
5 f:R—=R:z—sin(z) et 2o = T 10) f: R%R:x%%enxozl.
On a L(z) = f(xo) + Df(xo)(x — x0), ce qui donne :

1) L(x) =3+6(x—1) 6) L(z) =0

2) L(x)=0 7) L(z) =3z +2

3) L(z) =53+ 26(x —4) 8) L(z) =3x+2

4) L(z) ==z 9) L(z)=1—x

5) L(z) =1 10) L(z) = iy + 2elzooinl g 1)

Quelle est I’équation de la tangente au graphe de f en le point xy donné?
L’équation de la tangente est y = L(x).
. Pourquoi écrit-on dans certains livres z ~ 0 = sin(z) ~ 2 ?

Parce que I'approximation au premier ordre de sin en g = 0 est L(z) = x.

. Déterminer le point 2 € R en lequel la dérivée de la fonction f: R — R : z — 22 — 52 + 6 s’annule.
S’agit-il d’un maximum ou d’un minimum pour cette fonction. Comparez avec les résultats vus sur
les fonctions du second degré.

La dérivée s'annule en 3. Elle est négative sur | — oo; 3[ et positive sur |3;+00;[. On a bien un
minimum. La formule pour le second degré donnait un extremum en — 2ba7 et un minimum, si a > 0.

. La fonction

ffR>R:z—

244 s ox<1
322 -2 si x>1

est-elle dérivable en g = 17 Pourquoi ?
La fonction n’est pas continue en 1, car les limites a droite et a gauche existent et sont différentes.
Comme elle n’est pas continue, en 1, elle n’est pas dérivable.

. Déterminer la dérivée des fonctions arctg, arcsin et arccos.
On utilise le théoreme de dérivation des fonctions réciproques.

1

w |w:arctg (y) — cos” (arctg (y))

Darctg (y) = Dig

On essaie d’avoir une forme un peu plus simple, et on y arrive en exprimant le cosinus en fonction

de la tangente :
1

14+ tg?(u) = T



qui donne

1
2 _
cos”(u) = m
Donc ! :
2
t = N .
cos”(arctg (v)) 1 +tg2(arctg (y)) 1+y2
De méme,
D arcsin(y) : | :
resin = = |r= i ~ cos(aresin(y))
arcsin(y Dsln(,’jj) r=arcsin(y) Cos(aI‘CSin(y))

On utilise cos?(u) = 1 —sin?(u), et le fait que arcsin(y) €] — Z; [ et a donc un cosinus positif, pour
obtenir

1
D arcsin(y) = 17—y2
Enfin, les mémes raisonnements donnent

D arcsin(y) = _71

1—192
. Déterminer pour quelle valeur de a € R la fonction
ax? 4 2x
f R>R:z— P

admet un extremum en x = —2.
La dérivée de f est donnée sur R\ {1; —3} par

—3+2)r —2(3 + 2?)
(=3+2z+22)2

f(a) = 2

Si la fonction admet un extremum en —2, la dérivée s’annule en —2. Donc le numérateur de la
fraction est nul et on a
2a(—5)(—2) — 14 =0,

et a = 7/10. Encore faut-il prouver que pour cette valeur, on a bien un extremum. Le signe de f’(x)

est le signe de

2110(—3 b )z — 23+ 2?) = —g(z +2)(5 + ).

On constate que la dérivée change de signe en —2, et qu’on a donc bien un extremum.

. La figure suivante donne une partie de la représentation graphique de la dérivée f’ d’une fonction
f, définie sur R. Que peut-on nécessairement déduire sur f 7

1) La fonction f admet un maximum (local) en z =1

2) La fonction f admet un maximum (local) en x = 2



10.

11.

12.

13.

3) © La fonction f admet un maximum (local) en z =3
4) La fonction f est croissante sur |0; 1.

On cherche des informations sur les variations de f. Elles sont données par le signe de sa dérivée.
On peut extraire ces informations a partir de la représentation graphique :

z | 1 3
f’(x)‘—O—l—O—

On constate que la dérivée de f s’annule en © = 3, qu’elle est strictement positive avant et strictement
négative apreés. On a donc un maximum local en x = 3.

Déterminer les intervalles sur lesquels la fonction

1 4 3
f:R—>R:x'—>Za;4—§x3+§x2+7

est croissante.
On calcule la dérivée de f, et on obtient

fl(z) =23 —42® + 32 = 2(2® — 4 + 3) = z(z — 3)(z — 1).
On étudie le signe de cette expression (tableau de signes) et on obtient le résultat : les intervalles
sont [0; 1], [3; 400l
Soit une fonction f définie sur R, a valeurs strictement positives et satisfaisant f’'(z) = 2f(x) pour
tout x € R. Soit encore la fonction g définie par g(z) = f(2?) pour tout € R. Alors g admet

nécessairement un minimum en 0. Vrai ou faux?
On peut calculer le signe de ¢’, en écrivant

J(2) = 2f (2?) = dxf(a?).

Puisque f est & valeurs strictement positives, ¢’(x) a le signe de z. Donc il est négatif pour z < 0,
nul en x + a et positif pour x > 0. Donc g admet bien un minimum en 0.

Soit f la fonction définie par 1'expression f(x) = 2% — 322 + 3z — 7, pour tout z € R. Déterminez
I'unique proposition correcte parmi celles qui suivent, a propos de f.

1) Q Elle est croissante sur R. 3) Elle admet un minimum en z = 1.

2) Elle est décroissante sur R. 4) Elle admet un maximum en x = 1.

La dérivée est positive ou nulle sur R.

Soit f une fonction définie sur R représentée (sur 'intervalle |0, 6[) par le graphique suivant.

s
I

= N

Quelle peut étre la représentation graphique de la dérivée de f (sur Uintervalle |0, 6]) ?
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On analyse les variations de f, et on déduit que la dérivée f’ doit étre positive jusque 2, négative
entre 2 et 4 et positive pour les nombres supérieurs a 4.
Soit f une fonction définie sur R dont la dérivée f’ est représentée (sur lintervalle ]0,4[) par le

graphique suivant.

©

i

N

[aiy

Déterminer I'unique proposition correcte parmi celles qui suivent pour la fonction f :
1) elle est décroissante sur |0, 2]
2) elle est croissante sur ]0, 2[
3) © elle admet un maximum local au point d’abscisse x = 1
4) elle admet un minimum local au point d’abscisse z = 2

On cherche des informations sur les variations de f. Elles sont données par le signe de sa dérivée.
On peut extraire ces informations a partir de la représentation graphique :

z |1 3
@)+ 0 — 0 +

On constate que la dérivée de f s’annule en x = 1, qu’elle est strictement positive avant et strictement
négative apreés. On a donc un maximum local en x = 1.

Déterminer les extrema (locaux) de
1) f:R—R:t~3t2—6t—1;
2) g:[-1,4 - R:y— 3y° — 9y? +8;

La fonction f admet un minimum local en t = 1.
La dérivée de la fonction g, sur | — 1;4[, vaut 9y? — 18y = 9y(y — 2). Son signe est simple & étudier,
et on I’étudie sur un intervalle plus large, pour voir le comportement en —1 et en 4.

z | -1 0 2 4
fa |+ + + 0 — 0 + + +

On a un minimum local en —1 et en 2, et un maximum local en 0 et en 4.

On considére un segment [A, B] de longueur a et un point M de [A, B]. On consideére les disques de
diametres [A, M| et [M, B]. Déterminer quand la somme des aires de ces disques est minimale.
Définissons un repére orthonormé dont le premier axe est la droite AB et ’origine est A. On a alors

la situation suivante :
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\

M) a—T\2
S(z) —W(g) +( 5 )"
Pour trouver les extrema de S, on doit chercher les points stationnaires de S sur ]a, b[, et comparer
avec la valeur de Sen O et en a. Ona S'(z) = 75 —7%5% = £(2x —a). Cette fonction s’annule quand
x = §, c’est & dire quand M est le milieu du segment [A, B]. La fonction S’ est négative sur 0, §[ et
positive sur |§, a[. On en déduit que S admet un minimum global en 2 = &, en utilisant la continuité

de S sur [0,a]. Si on ne veut pas utiliser la continuité, on compare avec S(0) = ﬁ% = S(a). On voit

que la valeur en § (c’est-a-dire ”T"Q) est strictement inférieure.

Aux quatre coins d’une feuille carrée en carton de coté a, on enléve des carrés égaux. Déterminer
pour quels carrés enlevés la boite obtenue en pliant les bords de la forme obtenue a un volume
maximal.

On fait un dessin pour voir ce qui se passe. Notons x le c6té du carré qui est enlevé. Ce sera aussi
la hauteur de la boite. Le nombre x appartient a I’ensemble [0; §]. Le volume de la boite est donné
en fonction de x par V(z) = z(a — 2x)2. Cette fonction est dérivable sur un intervalle plus large que
[0; £]. Sa dérivée est

V'(z) = (a — 22)? — 4a(a — 22) = (a — 22)(a — 62).
Le signe de la dérivé est facile a étudier :

x ‘ 0
Vi) |+ + +

O le
o le

+

Le volume est donc maximal en x = &, et minimal en z =0 et z = 3.
On inscrit un rectangle dans un cercle de rayon R. Déterminer quand ce rectangle a une aire
maximale.

Puisque le probléeme est invariant par rotation autour du centre du cercle, on peut fixer un systemes
d’axes orthonormés au centre du cercle, et supposer que tous les rectangles ont des cotés paralleles
aux axes. Un rectangle est alors déterminé par la position de son sommet S situé dans le premier
cadrant.

Si on parametre le probleme par l'abscisse de S, alors S a pour coordonnées (x,v R2? — x?), ou
x € [0; R], et la fonction & optimiser est A(z) = 42v/ R? — 2. On sait que cette fonction est positive
ou nulle et admet un minimum et un maximum sur l'intervalle considéré (bornes atteintes). Le
minimum est atteint pour x = 0 et x = R. Pour déterminer les maxima, on dérive la fonction, et
RV2

2

on étudie le signe de la dérivée. Le maximum est unique et il est atteint en x = , C’est-a-dire

quand le rectangle est un carré.

Si on parametre la position de S par I'angle orienté 6 entre le premier vecteur du repére et (TS' ,
alors S a pour coordonnées (Rcos(f); Rsin(f)), ou 6 € [0; 5]. La fonction a optimiser est A(0) =
4R?% cos(0) sin(f) = 2RZ%sin(260). Nul besoin des dérivées pour voir que cette fonction atteint un
maximum en 0 = 7.



19. Déterminer les dimensions d’un cylindre circulaire droit de volume V' donné et de surface minimale
(bases comprises).
Il s’agit d’un probleme d’optimisation sous contrainte. La fonction a optimiser est la surface. Elle
dépend du rayon de la base et de la hauteur. La contrainte exprime qu’on ne considére que des
cylindres dont le rayon est V. On ne connait pas V', mais il est fixe. Notons r le rayon de la base
du cylindre et h la hauteur du cylindre. Ce sont deux nombres (strictement) positifs. La fonction &
optimiser est

A(r,h) = 27rh + 272,

C’est une fonction de deux variables, et on n’en a pas encore rencontré. Mais de toute facon, les
nombres r et h ne sont pas indépendants I'un de 'autre puisqu’on a une contrainte :

7rlh = V.

On peut donc exprimer r en fonction de h ou h en fonction de 7, et injecter la valeur dans la fonction
A.Onah= W—KQ, donc
2V
Alr) = = + 2712
r

3/ V

On procede comme d’habitude A'(r) = —3—‘2/ +4mr, donc I'aire minimale est atteinte pour r = {/5-

et h= ¢/ =28 L.

20. Considérons la fonction f dont la représentation graphique est la suivante (sur 'intervalle | — 4, 4]).

2423 =10 "9 3 1

Déterminer parmi les représentations graphiques suivantes celle de la dérivée f’ de f.

1 3 2)0 3 3) 3 4) 3
2 2 2 2
J J J )J/\
—4—3—25\}“1\23/\ _Mfﬁr) 1234 4321 r?m —4-351 l“ 1234
_9 -2 -2 —2

21. Soit f une fonction dérivable sur R et soit la fonction g définie par g(z) = x + f(2?). Calculez ¢'(0).

1) 0 3) 2

2) O1 4) c’est impossible & déterminer

22. Soit la fonction f définie sur R par f(t) = t2e?". Quelle est I’expression de la fonction dérivée f’?

1) f'(t) = 2te? 3) fI(t) =t(2+t)e*
2) Q f(t) = 2t(1 + t)e* 4) f'(t) = ate*
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28.

29.

Soit la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(z) = 322 In(23). Quelle est 'expression de la dérivée de

f7

1) flz) =35 3) f'(z) = 6xIn(2®) + 9z
2) f(z)=6zxln(z3) + 2 4) Q f'(x) = 3z(2In(2?) + 3)
Soit la fonction f définie sur |0; +oo] par f(z) = % Quelle est 'expression de la dérivée de f 7
1) © fi(z) = —ﬁ 3) fl(z) = —ﬁ
2) f/(x) = _ﬁ 4) f/($) = (x_sl)z

Parmi les expressions suivantes, quelle est celle de la dérivée f’ de la fonction f définie sur R par
f(ﬂ?) — esin(2x) ?

1) f'(z) = —2e50(2%) cos(2) 3) f'(z) = e2os(2)
2) © f'(z) = 2e5m2%) cos(2x) 4) f'(z) = esin(2)

Soit une fonction f dérivable sur R telle que f’(x) = 1 + cos?(z) pour tout x € R. Que peut-on en
déduire pour la fonction f7

1) Q elle est croissante 3) elle est impaire

2) elle est décroissante 4) elle est paire

La figure suivante donne une partie de la représentation graphique de la dérivée f’ d’une fonction
f, définie sur R. Que peut-on nécessairement déduire sur f 7

1) La fonction f s’annule en z = 1.
2) La fonction f admet un minimum (local) en z = 2.5.
3) La fonction f est symétrique par rapport a la droite d’équation z = 2.5.

4) © La fonction f admet un maximum (local) en x = 1.

Soit g une fonction a valeurs strictement positives et strictement croissante sur R. Parmi les affir-
mations suivantes, laquelle est toujours vraie ?

1) (In(g(x)))" > 0 pour tout x € R 3) (In(g(x)))" < 0 pour tout z € R
2) © (In(g(z)))" > 0 pour tout z € R 4) (In(g(z)))" < 0 pour tout x € R
Soit f une fonction dérivable sur R \ {0} telle que f'(z) = —H%. Quelle propriété peut-on en

déduire pour la fonction f?
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1) f(0) =0. 3) O f(1) > f(10)
2) f(1) < f(10) 4) f(10) =0

Soit la fonction f définie par f(z) = cos (\/i m) Quelle est ’expression de la fonction dérivée de f 7
1) f'(z) = —sin (\/ix) 3) f'(x) =sin (ﬂx) V2
2) O f(z) = —sin (ﬁm) V2 4) f'(x) =sin (\/5:1:) V2

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 22 cos(x?). Quelle est I’expression de la dérivée de f?

1) Q f(z) = 2x(cos(x?) — 22 sin(x?)) 3) f'(z) = xz(cos(z?) — xsin(z?))
2) f'(x) = 2x(cos(z?) + 22 sin(z?)) 4) Q f'(z) = z(cos(z?) + zsin(z?))

Parmi les fonctions f qui suivent, quelle est la dérivée de la fonction F' définie par F(z) =

In(v1+ 22)?

1) flz) = 3% 3) fo) = 2
2) O f(z) = 122 4) (@) = Ao

Parmi les propositions suivantes, laquelle donne ’expression de la dérivée de la fonction f : R —
R : 2+ zsin?(23)?

1) sin(23)(sin(z3) + cos(x3)) 3) Q sin(x3)(sin(z?) + 623 cos(x?))

2) sin(z?)(sin(23) + 623) 4) sin(z3)(sin(x?) + 2x cos(x3))
Soit la fonction f définie par f(x) = f;r_zl. Que vaut f/(2)7

1) -4 3) ¥

2) O -4 4) 2

Soit f une fonction définie sur R dont la dérivée f’ est représentée (sur intervalle ]0,4[) par le
graphique suivant.

Que peut-on nécessairement en déduire sur la fonction f 7?7
1) Elle est croissante sur ]3,4]
2) Elle est décroissante sur |0, 2[
3) Elle admet un minimum local en x = 2

4) © Elle admet un maximum local en z = 2

Soit la fonction f : R — R : 2 + cos?(322). Parmi les propositions suivantes, déterminer I’expression
de la dérivée de f.
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1) f'(z) = —sin?(32?) 3) f'(x) = —92? sin(623)
2) f'(z) = —2 sin(6x) 4) Q f'(x) = —12z sin(3x?) cos(3x?)

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = z cos(z?). Quelle est I'expression de la dérivée de f?

1) f'(x) = —sin(2?) 3) f'(z) = cos(z?) — sin(z?)
2) f'(z) = —2xsin(z?) 4) Q f'(x) = cos(x?) — 222 sin(2?)

La fonction f: R — R: 2+ (23 — 322 + 32 + 2)3

1) admet un maximum en g = 1 3) © est croissante sur R

2) admet un minimum en xg = 1 4) est décroissante sur R

Soit f une fonction dérivable en z¢p = 2 et telle que f(2) = 4. Alors le nombre dérivé de f en zp = 2
vaut

1) limgp 22 3) © lim,_p 104
2) lim, 4 L2 4) lim,, 4 121

La dérivée de la fonction f: R — R : ¢ — t?e* est la fonction f’ définie sur R par

1) f'(t) = 2te? 3) f'(t) =t(2+1t)eH
2) © f(t) = 2t(1 + t)e* 4) f'(t) = ate?

La dérivée de la fonction f: R - R : ¢t — 2te(t”) est la fonction f! définie sur R par

1) f/(t) = 2¢®) 3) f(t) = 412
2) f'(t) = 2(t + 1)e”) 4) Q f(t) = 2(2t2 4 1)e®)

Soit f la fonction f: R - R:z — i;:}l. Déterminer 'unique proposition correcte parmi celles qui
suivent.

1) Q la fonction f admet un maximum en xg = 0
2) la fonction f admet un minimum en zp =0

3) est croissante sur R

4) est décroissante sur R

Parmi les expressions suivantes, quelle est celle de la dérivée de la fonction f définie sur ]0; 5[ par

f(z) =In(tg (z))?
1) L

sin(x)

2) cos(x)

sin®(z)

1
3) "~ sin(z) cos(z)
1) ©

[ S
sin(x) cos(x)

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = —2% + 322 + 242 — 4. Déterminez I'unique proposition
correcte parmi celles qui suivent.

10



1) La fonction f est croissante sur | — 2; +o0].
2) La fonction f est décroissante sur | — 2; +o0|.
3) © La fonction f admet un minimum (local) en x = —2.
4) La fonction f admet un minimum (local) en z = 4.
45. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 2. Quelle propriété peut-on en déduire pour la fonction
f?
1)
2)
3) Elle admet une dérivée premiére strictement positive
4)

Elle admet un extremum en z = 0

Q Elle est croissante sur son domaine de définition

Elle admet une dérivée seconde strictement positive
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