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Données et but du jeu

On considére :
e Un espace affine A de dimension n;
e Un repére R = (0O; B), ou B = (by,...,by) est une base de j;
e Une variété affine V = Py + 7 ;
e Les coordonnées de Py dans R : (p1,-.-,pn)".
On souhaite obtenir des équations qui caractérisent V en termes de
coordonnées de ses points. Il y a donc deux questions.
@ Obtenir une description constructive des coordonnées des points de
V, a I'aide de paramétres (équations paramétriques) ;
® Obtenir des conditions exprimant qu'un point P est dans V
(équations cartésiennes), a I'aide de conditions sur ses coordonnées.
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Résultat fondamental et équations paramétriques
Proposition 11.1
OnaXeV=~F +7 si, et seulement si Po—>X € 7
Conséquence :

Proposition 11.2 (Equations paramétriques cartésiennes)

Si l_} =)vi,...,v.( et si les composantes de v; (i < r) dans B sont
(Va,iy.-.,Vn,i)~ alors P: (xi,...,xn)"~ est dansV si, et seulement si,
X1—p1 = Avii+ccc+ Avi
Mg, M ER: ; (11.1)
Xn — Pn = )\1Vn,1 dreco /\rVn,r
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Conséquence :

Proposition 11.2 (Equations paramétriques cartésiennes)

Si l_} =)vi,...,v.( et si les composantes de v; (i < r) dans B sont
(Va,iy.-.,Vn,i)~ alors P: (xi,...,xn)"~ est dansV si, et seulement si,
X1 — p1 Atvig 4o Ava,
I, M ER: : (11.1)
Xn — Pn = )\1Vn71 dreco /\rVn,r

Exemple : dans un espace affine de dimension 3 muni d'un repére, si
A:(1,2,3) ~ et B:(6,3,7)~ alors 1 — sy

X:(Y7Y7Z)N€AB<:>3)\ER:{}/—2 -

z-3 4\,
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Equations cartésiennes

Définition 11.3

Des équations cartésiennes de la variété affine V dans le repéere R sont
des conditions nécessaires et sufisantes sur les coordonnées d'un point X
dans le repere R pour qu'il soit dans V.

Proposition 11.4

Soit une variété affine V telle que 7 =)vi,..., v, ( et Py un point de V

de coordonnées Xo = (p1,...,pn)"~. Si les composantes de v; dans BB

sont V; = (vii,...,Vn;)~, alors un point P de coordonnées

X =(x1,...,%,)" est dansV si, et seulement si,
rg(Vl,...,V,):rg(Vl,...,V,|X—X0). (112)
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X =(x1,...,%,)" est dansV si, et seulement si,

rg(Vl,...,V,):rg(Vl,...,V,|X—X0). (112)

Cette méthode générale s’applique que vy, ..., v, soient indépendants ou
non.
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Nombre d'équations et dimension
Proposition 11.5

Soit A un espace affine de dimension n et R = (O; B) un repére. Toute
variété affine de dimension p admet dans R des équations cartésiennes
formant un systeme linéaire de rang n — p.

P. Mathonet, Université de Liége, Faculté des Sciences, Département de Mathématique.



Nombre d'équations et dimension
Proposition 11.5

Soit A un espace affine de dimension n et R = (O; B) un repére. Toute
variété affine de dimension p admet dans R des équations cartésiennes
formant un systeme linéaire de rang n — p.

Si dans B, 7 admet des équations cartésiennes

a1+ +anyn = 0

Apiyr+ -+ apnyn = 0
(ou AX = 0 dans |'écriture matricielle), alors VV admet dans R les
équations

I
o

ap1(x1 — x1,0) + -+ + a1,n(Xn — Xno0)

ap1(x1 —x1,0) + -+ apn(xa —Xxa0) = 0
ou encore AX = AXp.
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Réciproque
Soit A un espace affine de dimension n muni d'un repére R.

Proposition 11.6

L’ensemble V des points P de A dont les coordonnées X = (x1,...,%)"~
dans R satisfont un systéme d’'équations linéaires compatible AX = B est
une variété affine de dimension n — rg(A), dont le sous espace vectoriel

directeur 7 admet pour équations AX = 0 (dans B).
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Proposition 11.6

L’ensemble V des points P de A dont les coordonnées X = (x1,...,%n)"~
dans R satisfont un systéme d’'équations linéaires compatible AX = B est
une variété affine de dimension n — rg(A), dont le sous espace vectoriel

directeur 7 admet pour équations AX = 0 (dans B).

Exemples :
e Dans un espace de dimension 6 muni d'un repére, les équations
x1+2x% —x3=23
2x1 — X4 + x5 =1
déterminent une variété affine de dimension 4.
e Dans un espace de dimension 3 muni d'un repére, les équations
xX1+2x% —x3=3
2x1 —x0+x3=1
déterminent une droite.
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Cas particulier : les droites
Données :
e un espace affine A de dim. n muni d'un repére R ;
e une droite d déterminée par un point Py : (p1,...,pn)" €t un
vecteur directeur v : (u,...,u,)~ € d \ {0}
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Cas particulier : les droites
Données :
e un espace affine A de dim. n muni d'un repére R ;
e une droite d déterminée par un point Py : (p1,...,pn)" €t un
vecteur directeur v : (u,...,u,)~ € d \ {0}
On obtient des équations cartésiennes de d en se ramenant a celles de 7 :
® Siu---u, #0:

Jg=2"P _  _ X" Pn
up up
o Siuy=0pouruni<n:
AP == ... = =P
d= U1 tn
X,'ZO

e Cela fonctionne quand plusieurs composantes de u sont nulles.

Si la droite est donnée par deux points, on se rameéne au cas précédent.
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Cas particulier : les hyperplans

On se donne un esp. vectoriel E de dimension n et une base B.

Proposition 11.7

Soit un hyperplan vectoriel ™ déterminé par Py de coordonnées

Xo=(p1,.-.,pn)~ €t par n—1 vecteurs vq,...,v,_1 (indépendants). Si
les composantes de v; dans B sont V; = (vi;,...,vn;)™, alors on a
m =det(V4,..., V,|X —Xp) =0. (11.3)
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Dans un espace affine de dim. 3 muni d'un repére, déterminer une
équation cartésienne du plan

e 7 contenant A: (1,2,3)~ et de vect. dir. vi : (=1,0,2)~ et v»: (1,1,1)~;
e 7y contenant les points A: (1,2,3)~, B:(-1,0,2)~ et C:(1,1,1)™;
e 73 contenant A: (0,3,2), B:(—1,1,2) et de v. dir. v: (1,1,1).
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Recapitulatif | : droites en dimension 2

On se donne un repere (O; B) d'un espace affine de dim. 2.
La droite d = A+)u(, ot A: (a1, a2)~ et u: (u1, p)™ :

X1 —ay u X1 — a1 Xy — ap
d = det =0 ou d= =
Xp —ax U un )

avec la convention habituelle, si u;u, = 0.
La droite AB, ol A: (a1, a2)™ et B (by, ba)™ : AB : (b1 — a1, by — a).

xy—ar by—a X1 — a1 Xy — a
AB = det =0 AB = =
€ <X2—32 b2—32> ot by —a1 b—a

avec la convention habituelle.
Reciproque : une droite a pour équation a;x; + axyxo + b =0
(81 an 75 0)
@ On trouve les coordonnées de points et composantes de vecteurs
directeurs en résolvant I'équation.
@® Le sous-vectoriel directeur a pour éq. a1y + azy» = 0.
© Un vecteur directeur est donné par (—a, a1).
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Parallélisme et faisceau de droites

Proposition 11.8

Les droites d = ajx1 + apxo = b et d’ = ajx1 + abxo = b’ sont

a a2 a a2
rg | =1 ou det| 7=
a a a a

a a\ dp a2
rg (ai aé) =2 ou det (ai aé) #0.

e paralléles si

® sécantes si
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Parallélisme et faisceau de droites

Proposition 11.8

Les droites d = ajx1 + apxo = b et d’ = ajx1 + abxo = b’ sont

a a2 ar a2

=1 det =0

w3 D)1 o (s 2)
a a\ dp a2

rg (ai aé) =2 ou det (ai aé) # 0.

Proposition 11.9

Soient les droites d = aix1 + axxo = b et d’ = ajx1 + ayxo = b’ sécantes en P.
Une droite d” contient P si et seulement si elle admet pour équation

e paralléles si

® sécantes si

d” = Maxi + axxo — b) + p(apxs + asxo — b') =0, (A, ) € R*\ {(0,0)}.
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Recapitulatif Il : droites en dimension 3

e On se donne un repére (O; B) d'un espace affine de dim. 3.
e Ladroite d = A+)u(, ot A: (a1,a2,a3)™ et u: (uy, up,u3)™ :

X1 — a1 u
X1 — a1 X2 — ar X3 — as
d=rg|x—a w]|=2 ou d= = =
uy uz us
X3 —as Uu3

avec la convention habituelle, si u;uou3 = 0.
e La droite AB, ou A: (a1,a2,a3)” et B: (b1, b2, b3)~ :0n a
/@ : (b1 — a1, bz — 32,b3 — 33).

X1 — a1 X2 — a» X3 — a3
AB = = =
b1—31 bz—ag b3—a3

avec la convention habituelle.
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Réciproque

e L'équation générale d'une droite est

d= aixy +axxo+asxs = b ol rg ay a as\ 2
- aixl + a£X2 + aéX3 = b ai aé ag

o Le sous-vectoriel directeur associé a pour éq. (dans B) :

_J ayitaytay; = 0
Tl Ayt ayatays = 0

e On trouve un point en résolvant I'équation de d, ou en coupant par
un plan (par exemple x3 = 0)

e On trouve un vecteur directeur en résolvant I'éq. de 7 Une solution
non triviale est donnée par

a a a a a a
u: | det ? ? , — det } f ,det ,1 ,1
a a3 d a3 4
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Positions relatives et rangs

e Soient les droites

|

e Posons

aixy + axxz2 + asxs
/ / /
a;x1 + arxe + azxs

Proposition 11.10

Les droites d et d’ sont

etd’:{

C1X1 + CXx2 + C3X3
! / /
C1X1 + GX2 + C3X3

Paralléles confondues si et seulement si rg(A) = rg(A|B) = 2;

Secantes si et seulement si rg(A) = rg(A|B) = 3;
Gauches si et seulement si rg(A|B) = 4, ou det(A|B) # 0.
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Recapitulatif Il : plans en dimension 3

On se donne un repeére (O; B) d'un espace affine de dim. 3.

ai n Vi
Le plan m = AH)u,v(, ot A: ax |, u: (w ]| etv:|w
as us3 V3

X1 —ay U
n=det|xx—a w w| =0
X3—as Uz v3

Le plan m = ABC : considérer /@ et R (avec des notations
évidentes) :

xx—a bh—a a-—-a
ABC=det|xo—a bh—a c—a | =0
x3—a3 b3—a3 —a3

Le plan m contenant A, B et dont un vecteur directeur u est donné :
considérer A, AB et u.
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Réciproque

e Un plan 7 en dimension 3 admet une équation générale
aiXy + arxo + azxz = b, (31, an, 83) 75 (07 0, 0) (114)

e On trouve facilement des points de 7 en donnant des valeurs a deux
des trois coordonnées. On peut aussi résoudre : si par exemple
a; # 0, alors (11.4) s'écrit

b a a3
X1 ;1 o ai o ai
xx|={0]+x| 1 |+x3| O
X3 0 0 1

On trouve ainsi un point et deux vecteurs directeurs.
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Parallélisme, faisceaux de plans

o lLes plans m = a;x; + axxp + azxz3 = b et
7' = ajx1 + ahxo + ahxz = b’ sont paralléles si et seulement si

(202 21
1 9 a3
e |Is sont confondus si et seulement si
<31 dy as b) -1
& ay &, & b))
e Dans le dernier cas possible, ils se coupent selon une droite
d = { ax1+axpy+asxs = b

8/1X1 + aéX2 + B§X3 = b

Proposition 11.11 (Faisceaux de plans)

1"

Un plan ©"" contient d si et seulement si il admet une équation du type

)\(31X1+82X2+33X3—b)-‘r—/L(aiX1+a£X2+a§X3—b/) = 0, (A, /J) S Rz\{(o, 0)}
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Deux problemes classiques

On se donne deux droites gauches d; et dy, un point P (extérieur 3 d; et
d) et une droite ds.

Proposition 11.12

I existe une unique droite A qui coupe dy et dy et qui contient P si et
seulement si aucun des plans déterminés par P et |'une des droites n'est
paralléle a I'autre droite. Cette droite est |'intersection des plans m, et m
déterminées par P et d; et P et d,, respectivement.

Proposition 11.13

Il existe une unique droite A qui coupe d; et d» et qui est paralléle a ds
si et seulement si dy, do et d3 ne sont pas paralléles a un méme paln
Cette droite est I'intersection des plans my contenant dy et paralléle a ds
et mp contenant d, et paralléle a ds.
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Représentations

P. Mathonet, Université de Liége, Faculté des Sciences, Département de Mathématique.



