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Orientation

e Un paramétrage définit un sens de parcours de I'A.R.C.

e Si (€, P) est un paramétrage, alors P(u;) est avant P(us) si
u < us.

e Le monde des paramétrages équivalents d'un A.R.C. se divise en
deux catégories (sous-ensembles) :

Définition 18.1

Un paramétrage (2, P) et un paramétrage équivalent (', Q = P o )
définissent la méme orientation si D, (v) > 0 pour tout v € Q'. Dans le
cas contraire, ils définissent une orientation différente.

Exemple : v1(«) = 72(R cos()). Le changement de variable est défini par
() = Rcos(a)

et tel que Dyp(ax) est négatif sur ]0, 7[.
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Longueur d'arc
L'idée pour calculer la longueur de I'arc de courbe entre P(a) et P(b) :

Définition 18.2
La longueur de I'arc de courbe déterminé par (€2, P) entre P(a) et P(b)

est le nombre il
sup Z |P(xi) = P(xi—-y)|
D=[a=x0,X1,.-,Xn,b=xp11] 77

quand cette borne supérieure existe (auquel cas I'arc de courbe est dit
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Calcul explicite et abscisse curviligne

Proposition 18.3

Si (2, P) est un paramétrage de classe Cy et si a < b sont dans (2, alors
la longueur d’arc entre P(a) et P(b) vaut

/ab|W5|dv.

Ce résultat est admis, mais généralise le cas du graphe d'une fonction vu
en analyse.
Définition 18.4

Si (€2, P) est un paramétrage de classe C; et up in €. L'ascisse curviligne
s(u) de P(u) est la longueur d'arc entre P(ug) et P(u) si up < u et
|'opposé de cette longueur d'arc si u < up.
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Propriétés fondamentales de I'abscisse curviligne
Proposition 18.5 (Calcul explicite)

Si (92, P) est un paramétrage de classe Cy, alors I'abscisse curviligne de

P(u) vaut
s(u):/ Dy P(vS| .

Proposition 18.6 (Changement de variable)

L’abscisse curviligne est une fonction a dérivée strictement positive : on a
D,s(u) = \Duz(u)| >0 VueQ.

Elle définit donc un changement de variable s : Q — s(Q).
Le changement de variable inverse, noté u = u(s) est tel que

1
DSU(S) = |Du (u)| |u:u(s)‘
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Paramétrages naturels

Définition 18.7

Un paramétrage (2, P) est naturel si on a |DuP(ui| =1, pour tout
u e

Proposition 18.8

Tout paramétrage (2, P) est équivalent a un paramétrage naturel.

Preuve : le paramétrage par I'abscisse curviligne, dans une orientation
donnée est naturel.
Exemple : Le paramétrage

P(u) = (Rcos(u), Rsin(u)), s €]0,n]
n'est pas naturel mais le parmétrage
A(s) = (Reos(2), Rsin(2)), s €]0, 7R],
R R
est naturel.
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Vecteur tangent unitaire
Soit (€2, P) un paramétrage d'un arc régulier de courbe.
Définition 18.9

Le vecteur tangent unitaire en P(ug) défini par le paramétrage (€2, P) est

Proposition 18.10

Si P et Q définissent des paramétrages équivalents, alors les vecteurs
tangents en P(ug) définis par ces deux paramétrages sont égaux ou
OppOsés.

Proposition 18.11

Si on a un paramétrage naturel (2, s — P(s)), alors on a
t(s) =P (s) = Dsp(j
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Courbure et normale principale

On cherche a analyser la variation de t en fonction d'un paramétre
naturel s. Il ne peut pas varier en norme.

Proposition 18.12

Le vecteur t est orthogonal a t.

Définition 18.13

La courbure de I'arc régulier de courbe au point P(s) est le nombre

K(s) = t (s)I-
Si x(s) # 0, alors le vecteur normal principal en P(s) est
i)
" e
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La binormale

Ayant deux vecteurs normés et orthogonaux dans un espace euclidien de
dimension 3, on calcule naturellement un troisieme vecteur.

Définition 18.14

La binormale en le point P est le vecteur

b=tAn.

Attention : dans certains ouvrages on définit b=n A't.

Proposition 18.15

Le triplet (t,n,b) définit une base orthonormée positive.

Rem : si on change d'orientation pour la courbe, t et b changent de
signe, mais pas n.
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Le triedre proprement dit

Nous avons défini trois vecteurs t,n, b en chaque point P(s). Ces
vecteurs définissent, avec le point P trois plans.
Définition 18.16
Le triedre de Frenet est formé par les trois plans suivants.
e Le plan osculateur est P+)t, n(;
e Le plan normal est P+)n,b(;
o Le plan rectifiant est P+)t, b(.
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Formules de Frenet dans un paramétrage naturel

Ces formules expriment les dérivées des vecteurs t, n et b dans la base (t,n, b).

Définition 18.17
La torsion en un point P(s) tel que x(s) # 0 est définie par

7(s) = (n (s),b(s)).

Théoreme 18.18 (Formules de Frenet)

Les dérivées des vecteurs t, n, b en un point P(s) en lequel la courbure
n'est pas nulle sont données par les formules suivantes.

E = Kn;
n = —kt+7h;
b = —7n.

Preuve : La premiére est la définition. Pour la deuxieéme on utilise les
propriétés de la dérivation. Pour la derniére, on fait de méme ou on
dérive b=t A n.
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Triedre de Frenet dans un paramétrage quelconque

On calcule les vecteurs t,n, b, x et 7 dans un paramétrage (£, P)
quelconque.

Proposition 18.19

Soit T un arc régulier de courbe de paramétrage (2, P). On a alors

_ P .
a) t= |p/| ;
_ [P'AP"]
b) R = IE
et, sik #0
P'AP" .
c) b= TP AP
__ _P'AP” P .
d) n—= IP’/\P”‘ /\ ‘PI‘ ’
- [PI,PII,PIN]
e) 7= STPPAPTTE
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La preuve
L'abscisse curviligne, calculée a partir de P(ug) établit un

changement de variable
u
s: Q= Q' uws s(u) :/ DtP(t;‘dt.

Uo

Onat= I%I par définition.
On dérive et on a
i: t/ _ 1 P//‘P/‘_|P/|/P/: P//|P/|_|P/|/P/
PITIPTPT PR

On a t=0ssi # est nul. Dans ce cas P’ et P” sont linéairement
dépendants. Donc P’ A P” = 0. Dans le cas contraire :

P/ P//|P/|_‘P/‘/P/ _ P//\P//

e On adonc s: u+ s(u). En inversant on écrit u = u(s). tA t= A =
. (1) En inversa ©) S )T e
e Sif:Q — A(ou E), alors on définit
En utilisant la premiére formule de Frenet, on trouve
fZQI—>EZSO—>f(S)=f(U(S)). P’ A P
kb = 7| I
e On a alors
On a donc ) .
Dsf(s) = Dsf(u(s)) = Duf ()] uu(s) Ds(u(s)), o = [b| = |P|A|/33|’
P/
et , et
p (S) . f (U) ‘ (©) b &b P’ A P |P/|3 P A P
- u=u(s)- = — = = .
[P’ (u)] K |P'3 [P AP N
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e On a ensuite n = b A t puisque (t,n, b) est une base orthonormée

positive, ce qui donne la valeur annoncée pour n.
Onaa7t=—(b,n)et

. b1 (PAPY
=551~ 07 (77

(P/ A P///)|P/ A P//| o ‘P/ A P//|/(P/ A P//)
‘P’HP'/\P”P :
Donc on a
(P'"AP" (P"AP")AP)
‘P/‘z‘P’/\ P//|2 ’

7=—(b,n) =—

que 'on calcule facilement.
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