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Introduction

L’objet de ce cours est ’étude de la géométrie des espaces affines en général et des espaces
affines euclidiens en particulier.

On a étudié dans 'enseignement secondaire la géométrie plane et la géométrie dans ’espace
(les espaces de dimension 2 et 3). Les notions de point, droite, plan, d’angle de parallélisme, de
perpendicularité sont donc familieres dans ces contextes. Cependant la science moderne impose
souvent un travail dans des espaces de dimension supérieure a 3 ; citons a titre d’exemple I’espace
de Minkowski, de dimension 4, cadre naturel de la relativité restreinte, ou encore les espaces de
Hilbert, qui sont des espaces vectoriels euclidiens de dimension finie ou infinie, et fournissent un
cadre mathématique pour la mécanique quantique.

Un des objectifs principaux de ce cours sera donc 'extension des définitions et de certaines
propriétés vues dans l’enseignement secondaire a des espaces de dimension quelconque, mais le
plus souvent finie. Cette extension pourrait étre menée a bien en conservant I’approche suivie
dans ’enseignement secondaire, a savoir en définissant des objets de base que sont les points,
les droites, les plans et leurs analogues de dimension supérieure et en adoptant des axiomes qui
déterminent le comportement de ces différents objets (intersections, parallélisme, perpendicula-
rité, ...). Cette approche atteint cependant vite certaines limites et nous adopterons 1’approche
plus moderne qui consiste a étudier en premier les propriétés des espaces vectoriels et a les
transposer en propriétés géométriques. Il est cependant bien entendu que I'intuition fournie par
les éléments de géométrie vus dans I'enseignement secondaire guidera notre démarche, et que les
définitions que nous adopterons dans le cas général fourniront une géométrie équivalente a celle
qui a été vue jusqu’a présent, dans les cas particuliers des espaces de dimension 2 et 3.

Apres avoir introduit et étudié de maniére abstraite (mais pas sans exemples) les espaces
vectoriels, nous introduirons les espaces affines, qui modélisent le mieux ’espace géométrique
dans lequel nous vivons (si on considére qu’il est plat). Ensuite nous introduirons les notions
métriques dans les espaces vectoriels (angles de vecteurs, produits vectoriels, produits mixtes) a
partir de la donnée d’un produit scalaire. Cette approche ou le produit scalaire n’est pas unique
est nécessaire pour aborder les espaces plus généraux, courbes, qui sont le cadre de la relativité
générale. Nous tirerons les conséquences de ces définitions dans les espaces affines euclidiens.

Nous terminerons notre étude par une introduction a la théorie des courbes dans des espaces
affines de dimension 2 et 3, et par un mot sur les surfaces, ces deux thémes constituant une
introduction a la géométrie différentielle.

Ce cours est une adaptation libre des cours dispensés par le Professeur P. Lecomte aux étu-
diants de premiere année de bachelier en Sciences Mathématiques et en Sciences de I'Ingénieur.
J’ai aussi pu profiter des notes de cours et des conseils du Professeur M. Rigo qui m’a précédé
aux commandes de ce cours en premiere année de bachelier en Sciences Physiques. Je les remercie
tous les deux chaleureusement pour leur aide.

Ressources supplémentaires, et comment les utiliser : Lors des cours que je donne
en auditoire, j'utilise essentiellement ces notes, je converse avec les étudiants et je fournis des
exemples. Je donne des explications sur le développement des différentes définitions et j’illustre
leur utilité dans les démonstrations. Pour ne pas recopier les énoncés au tableau, je les projette a
l’écran. Une version imprimable de ces projections est disponible et vous permet de prendre des
notes plus facilement. Vous pouvez également prendre note dans ce syllabus, ou sur une feuille
libre a coté. Il est en tout cas inutile de recopier les énoncés pendant le cours.

Je vous souhaite bonne lecture et bon travail.
P. Mathonet
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Chapitre 1

Espaces vectoriels réels

1.1 Introduction

La notion de vecteur vue dans l’enseignement secondaire repose sur la géométrie et les
axiomes d’Euclide. Ceux-ci sont assez complexes et ne peuvent étre vus en détail dans I’ensei-
gnement secondaire. Ils ne permettent pas non plus une généralisation aisée a des espaces de
dimension supérieure & trois. Nous adoptons dés lors dans ce cours une définition axiomatique
de la notion de vecteur. Elle ne dit pas ce que sont les vecteurs (des vecteurs devrait-on dire),
mais qui indique les opérations que ’on doit pouvoir effectuer sur les vecteurs. On pourra ce-
pendant garder l'intuition qui a été donnée dans ’enseignement secondaire dans “le plan” ou
dans “I’espace”, mais en ayant bien conscience qu’il s’agit d’une “représentation” des définitions
rigoureuses que nous posons.

L’intuition des “fleches” que vous avez vues dans I’enseignement secondaire peut étre conser-
vée, mais ce que nous en retiendrons est que I’on peut additionner des vecteurs et les multiplier
par des nombres, et que tout se passe bien, c’est-a-dire que ces opérations ont des propriétés
semblables a celles des opérations définies sur les nombres réels.

1.2 Premiéres définitions et exemples

Nous définissons donc la notion d’espace vectoriel plutét que celle de vecteur. Il s’agit d’un
ensemble muni des opérations d’addition et de multiplication par des nombres réels, encore
appelée multiplication scalaire®. Ces opérations doivent jouir de propriétés qui permettent de
traiter les vecteurs un peu comme on traite les nombres, lorsqu’il s’agit de les additionner ou les
multiplier par des nombres.

Définition 1.2.1. Un espace vectoriel sur R est un ensemble E non vide, dont les éléments
sont appelés vecteurs, muni de deux opérations, ’addition + et la multiplication par des nombres
réels - satisfaisant les propriétés suivantes.

1. L’addition est interne : on a
+:EXE—E:(u,v)—u+uv,
et la multiplication scalaire associe un vecteur a un nombre et un vecteur : on a
R E—=E:(Au)— Xy

2. L’addition est associative : on a (u 4 v) +w = u + (v + w) pour tous u, v, w dans F';
3. L’addition admet un élément neutre 0 € E, tel que 0 + v = v+ 0 = u pour tout u € F;

4. Tout élément u € E admet un opposé —u pour I'addition, tel que u+(—u) = (—u)+u =0;

a. A ne pas confondre avec la notion de produit scalaire, qui sera définie plus tard.
b. On dit encore “Un espace vectoriel réel.



Chapitre 1. Espaces vectoriels réels

L’addition est commutative : on a u + v = v + u pour tous u,v € F;
La multiplication définit une action : on a a- (b-u) = (ab) - u pour tous u € E et a,b € R;

La multiplication définit une action : on a 1-u = u pour tout u € F;

o N> o

La multiplication distribue I’addition des vecteurs : on a a- (u+v) = a-u+ a-v pour tous
u,v € FetaelR,;

9. La multiplication distribue ’addition des réels : on a (a 4+ b) -u = a - u + b - u pour tous
a,beRetuek.

Avant de passer aux exemples, voici quelques remarques sur cette définition.

Remarque 1.1. 1. La méme définition permet d’introduire la notion d’espace vectoriel com-
plexe, il suffit juste de remplacer R par C. Nous n’utiliserons cependant pas cette notion
plus générale dans ce cours de géométrie. On peut aussi considérer d’autres ensembles de
nombres (comme ’ensemble des nombres rationnels Q), pour autant qu’on puisse les mul-
tiplier et additionner comme les nombres réels. De tels ensembles de nombres sont appelés
champs.

2. Les propriétés qui sont énoncées sont naturelles, puisqu’elles sont valides pour les nombres
réels. Elles nous permettent donc de manipuler 'addition des vecteurs et la multiplication
par des nombres comme nous le ferions pour 'addition et la multiplication des nombres
réels.

3. Les éléments de E sont appelés vecteurs.

4. On définira la soustraction u — v par Popération u + (—v). Cependant pour que la sous-
traction ainsi définie ait un sens, il est souhaitable de prouver que 'opposé d’un élément
v € E est unique. Nous le ferons d’ici peu. De méme, la division d’un vecteur u par un
réel a non nul sera définie comme le résultat de 'opération % - U.

5. Vous pourriez étre étonnés de voir des vecteurs sans fleches. Vous avez en effet noté jusqu’ici
U le “vecteur u”. Dans ce cours, comme nous allons le voir d’ici peu, une grande variété
d’objets mathématiques sont des éléments d’espaces vectoriels, et donc peuvent porter le
nom de vecteur. C’est le cas par exemple de la fonction cosinus cos. Je suppose qu’il ne
vous viendrait pas a I'idée de la noter comme ceci : cod. On n’indiquera donc en général
pas dans ce chapitre la fleche, mais on écrira “soit le vecteur v”, ou “considérons le vecteur
&7, ete...

Ezemple 1.2.2. L’exemple non trivial le plus simple est sans doute ’espace R?, muni des opéra-
tions que vous avez entrevues dans vos études secondaires. On définit ’addition par

<IE1> (?Jl) . (131 —H/l)
+— —
T2 Y2 T2 + Y2

pour tous x1,x2,¥y1,y2 € R et la multiplication par

r- =
xI9 rxo
pour tous r € R.

On vérifie que ces opérations satisfont toutes les conditions énoncées dans la définition des
espaces vectoriels.

Tirons maintenant les premieres conséquences de la définition des espaces vectoriels.

Proposition 1.2.3. Soit E un espace vectoriel.
1. L’élément neutre pour l'addition est unique;

2. Tout vecteur u € E admet un unique opposé® ;

c. Cela justifie I'introduction de la notation —u.
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Chapitre 1. Espaces vectoriels réels

3. Pour toutu € E, ona0-u=09;

4. Pour toutuw € E, on a —u=(—1)-u®;

5. Pour tout A€ R, ona A-0=0;

6. SiA€R etu€ E satisfont A-u =0, alors on a u=10 ou A =0.
Démonstration. Supposons qu'il existe deux éléments neutres pour addition de E, 0 et 0'. Alors
puisque 0 est neutre, on a 0+ 0’ = 0/, mais puisque 0" est neutre, on a aussi 0 + 0’ = 0, donc on
a0 =0+0 =0.

Si v’ et u” sont deux opposés de u, alors on a

I

v =u+w+u")=W+u)+u" =u
et donc on a v = u”.
Pour tout u € F/, on a

u=1l-u=(1+0)-u=1-u+0-u=u+0-u

En ajoutant —u aux deux membres de cette identité, on obtient 0 = 0 - u.
Pour tout u € E, on a

u+ (1) u=1l-u+(-1)-u=(14+(-1) - u=0-u=0

On a de la méme maniére (—1) - u + u = 0, ce qui montre que (—1) - u est 'opposé de wu.

Pour tout u € E,ona A-u=A-(u+0) = XA-u+ A-0. En ajoutant —(X\ - u) aux deux
membres de cette identité, on obtient A -0 = 0.

Enfin, si A-u =0 et si A # 0, alors % est bien défini et on a

1 1
u=—-(A-u)=—-0=0,
A ( ) A
ce qui achéve la preuve. ]
Remarque 1.2. 1. Nous avons énoncé et démontré les propriétés principales de ’addition et

de la multiplication scalaire. Toutes les autres propriétés dont nous aurions besoin peuvent
(et doivent) étre démontrées de la méme fagon & partir des conditions intervenant dans la
définition, ou a partir de ce que nous avons déja démontré.

2. Dans la suite, sauf si cela peut engendrer des confusions, nous ne noterons plus la multipli-
cation du vecteur u par le réel A par A - u, mais simplement par Au. On note par exemple
5u la multiplication du vecteur u par le nombre 7.

3. Dans beaucoup d’ouvrages, on note les vecteurs par un type de lettres particulier, ou avec
une fleche par dessus, ou encore en gras. Vu la diversité des espaces vectoriels que nous
allons définir, il est difficile de maintenir I'une ou I’autre de ces notations.

Il est maintenant largement temps de donner quelques exemples d’espaces vectoriels. Pour
rompre dans un premier temps avec la notion de vecteur introduite dans 1’enseignement secon-
daire et pour bien illustrer la généralité de la définition que nous avons posée, nous commencons
par des exemples particulierement abstraits.

Exemple 1.2.4. 1. L’ensemble E =|0, +oc[? muni des opérations d’addition B et de multi-
plication ® définies par

z1 U1 ZT1Y1
m = . Va1, 29,91, y2 €0, +00], 1.1
<$2> (yz) <x2y2> U142, Y1, 2 ] [ ( )

A
G (“31) = <$§> . Va1, €]0, +oo, A € R, (1.2)
T2 $2

est un espace vectoriel.

d. Les zéros de part et d’autre de ’égalité n’ont pas le méme sens.
e. Les signes - de part et d’autre de I’égalité n’ont pas le méme sens.
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Chapitre 1. Espaces vectoriels réels

2. Soit F(R) 'ensemble des fonctions définies sur R et & valeurs dans R. On définit 'addition
et la multiplication scalaire par

(f+9)(z) = f(z)+g(=)
{(Af)(x) = A(z) , Ve ek, (1.3)

pour toutes fonctions f et g et tout A € R.

3. Soit P I'ensemble des fonctions polynomiales de R dans R : une fonction polynomiale de R
dans R, de degré inférieur ou égal a n, est une fonction P telle qu’il existe des coeflicients
o, - - -, Cn, € R satisfaisant

P(x)=cpz"+ -+ 1z +cy, VreR.

On peut démontrer que pour une telle fonction, les coefficients ¢, . . ., ¢, sont uniques. Une
fonction est polynomiale, s’il existe n € N tel qu’elle soit polynomiale de degré inférieur
ou égal a n. Si la somme de telles fonctions et la multiplication scalaires sont définies par
(1.3), alors P est un espace vectoriel.

4. L’ensemble Cy(R) des fonctions continues de R dans R, muni des opérations définies par
(1.3), est un espace vectoriel.

5. L’ensemble Ps des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 2, muni encore des
meémes opérations, est un espace vectoriel.

6. L’ensemble F' = {f € F(R) : f(1) = 0}, muni des opérations (1.3), est un espace vectoriel ;
7. L’ensemble F' = {f € F(R) : f(1) = 3}, muni des opérations (1.3), n’est pas un espace
vectoriel, car 'addition n’est pas interne (par exemple).

Passons maintenant a ’exemple fondamental pour la suite du cours.

Exemple 1.2.5 (L’espace vectoriel R™). L’ensemble R™ est fait des n-uplets de nombres que

I’on note verticalement
T

Tn

L’addition et la multiplication scalaires sont définies de la maniére la plus simple qui soit. On
définit

T (71 1+ 1 Az
+1 ] = : et A-| | =
pour tous A\, Z1,...,Zn,Y1,---,Y%, € R. On démontre facilement que cet ensemble muni de ces

opérations est un espace vectoriel.
Quand on considérera R™, sans mentionner les opérations, ce sera toujours celles qui viennent

d’étre définies qui seront prises en considération. De plus quand aucune confusion ne pourra en
T

résulter, afin de gagner de la place, on notera plutdt (xi,...,x,)"~ I'élément : de R".
T

L’opération ~, appelée transposition, correspond donc simplement a transformer une ligne en

une colonne (et vice-versa).

Dans la méme veine, nous pouvons considérer ’espace vectoriel des matrices.

Exemple 1.2.6 (L’espace vectoriel RY). Cet exemple n’est pas fondamentalement différent du
précédent, puisque les éléments de I'espace vectoriel considéré sont des tableaux de nombres. Une
matrice de type (p,q) est un tableau rectangulaire de nombre réels, ayant p lignes de nombres
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Chapitre 1. Espaces vectoriels réels

et g colonnes.! Alors RE est l'ensemble de toutes ces matrices. Voici quelques exemples plus
concrets. On a

L9 3 1 2 3
A:<4 . 6>€R2, B=|0 = e|ler} C=(1 2 3)eRy
V2 V3 2

Pour tout A € Rl et tout i < p, j < ¢, 'élément 4, j de la matrice A, noté (A);; (ou simplement
A; j), est le nombre situé sur i-eme ligne et la j-éme colonne de A. Par exemple, on a pour les
matrices définies ci-dessus

(A)13=3, (B)sa=V3, (B)s=e,...

Une matrice quelconque A de RY a donc la forme

al,l PPN al’q
A =

ap,1 * Qpg

et on a alors (A); j = a; ;. Pour gagner de la place, on note, quand c’est possible A par (a; ;) 1<i<p -
1<7<q
Notons encore que les matrices n’ayant qu'une seule ligne sont appelées matrices lignes ou

vecteurs lignes, et celles n’ayant qu'une colonne sont appelées matrices colonnes ou vecteurs
colonnes.

Les opérations d’espace vectoriel ne sont pas différentes de celles introduites pour R” : on
additionne et on multiplie par un nombre “élément a élément”. Plus formellement, on a

(A+B)ij=(A)ij+ (Bij, (AAij= A,

pour tous A, B € Rl et A € R. On démontre comme dans I'exemple précédent qu’il s’agit bien
d’un espace vectoriel.

1.2.1 Une représentation intuitive et commode

Rappelons que les couples de nombres réels sont classiquement représentés dans l’ensei-
gnement secondaire au moyen d’un systeme d’axes. On trace deux droites perpendiculaires et
orientées a1 et ao, qui se coupent en O. On porte sur ces droites les mémes unités. Le couple
(a,b)™ est alors représenté par le point A obtenu en portant la valeur a sur le premier axe et la
valeur b sur le second, et en tracant des paralleles aux axes comme indiqué a la figure 1.1. Nous
pouvons utiliser cette représentation graphique et convenir de représenter ’élément (a,b)™ de
I'espace vectoriel R? par une fleche de O & A, comme indiqué sur cette méme figure.

a2

\

FIGURE 1.1 — Une représentation graphique du vecteur (2,3)~ de R2.

f. On dit aussi simplement une matrice a p lignes et g colonnes.
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Chapitre 1. Espaces vectoriels réels

Attention! Aucune des notions qui ont été utilisées pour obtenir cette représentation graphique
n’a encore été définie dans ce cours. Cette représentation n’est donc pas vraiment définie non
plus et elle ne le sera que dans le prochain chapitre. Elle permet cependant de guider notre
intuition, par exemple quand nous définirons les droites vectorielles (il est utile pour cela de
représenter 2(a,b)™ sur ce méme graphique).

Cette représentation graphique peut s’étendre tant bien que mal pour les éléments de R? : on
trace trois droites perpendiculaires deux a deux et orientées, en utilisant une certaine perspective.
On y marque les mémes unités, et cela permet de représenter graphiquement les éléments de R3
par des fleches.

1.2.2 Combinaisons linéaires

En utilisant les deux opérations qui définissent un espace vectoriel E, a partir de vecteurs
ut, ..., up et de coefficients réels Ay, ..., \,, on peut définir le vecteur

U= AUt 4 - 4 Apup.

Ce vecteur est bien défini, car vu 'associativité de ’addition, il n’y a pas besoin de parentheses.
On utilise la méme priorité des opérations que d’habitude : d’abord les multiplications, puis les
additions.

Définition 1.2.7. Le vecteur défini par
U= Atup + -+ Apuy
est appelé combinaison linéaire des vecteurs uy, ..., u,, avec les coefficients Ay, ..., .8

Par exemple, dans R?, si on choisit

2 0 1

on a directement

AUl + Aoug + Aguz = 2uq + 3ue — ug = (g) .
Notons qu’a priori, un méme vecteur peut s’écrire de plusieurs fagons comme combinaison linéaire
de u1,...,up. Dans I'exemple précédent, on a aussi u = Yua + 3us. Je laisse au lecteur le soin de
trouver une expression de u© comme combinaison linéaire de u; et ug par exemple. Il est aussi
utile de déterminer toutes les facons d’exprimer u comme combinaison linéaire de ui, us et us,
ou comme combinaison linéaire de u; et us.
Voici encore quelques exemples.

Exemple 1.2.8. 1. Dans R?, si uy = (1,2,3)~, ug = (—1,0,1)™ et uz = (4,2,1)™, alors on a

Qo

3ug —ug +uz = |8

Ne}

2. Dans (]0, +0o[?, B, ®), si u; = <§> et ug = <;>, alors on a

sommen=(G)e ()= (3)2 ()= ()

p
g. Nous utiliserons aussi la notation u = E il
i=1
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Chapitre 1. Espaces vectoriels réels

1.3 Sous-espaces vectoriels

La définition d’espace vectoriel est parfois assez longue a mettre en oeuvre : il faut vérifier
un certain nombre de propriétés.

La construction que nous introduisons ici permet d’obtenir de nombreux nouveaux exemples
d’espaces vectoriels, assez facilement. De plus, les sous-espaces vectoriels, puisque c’est de cela
qu’il s’agit, vont nous permettre dans le prochain chapitre de modéliser la généralisation des
droites et plans bien connus en géométrie.

Enfin, c¢’est un premier contact avec la construction de sous-structure, trés présente en mathé-
matique, et que le lecteur rencontrera sans doute plus tard (avec les sous-groupes, sous-algebres,
sous-variétés, etc...)

Définition 1.3.1. Soit £ un espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel de E est une partie non
vide V' de E qui contient les combinaisons linéaires de ses éléments.

En d’autres termes, une partie V non vide de E est un sous-espace vectoriel si, et seulement
si,
p €Ny
My Ap €ER B = Mug + -+ Apup € V.
Ul,...,up €V

Avant de présenter des exemples, il est commode de donner une caractérisation plus simple des
sous-espaces vectoriels.

Proposition 1.3.2. Une partie non vide V' d’un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel
si, et seulement si, pour tous u,v € V et tout A € R, Au et u+ v appartiennent a V.

Cette proposition nous permet essentiellement de simplifier les notations et les conditions a
vérifier pour démontrer qu'une partie V' est un sous-espace vectoriel.

Démonstration. Si V' est un sous-espace vectoriel, alors pour tout u,v € V, u 4+ v est une
combinaison linéaire particuliere de u et v, et est donc un élément de V. Il en va de méme pour
Au pour tout A € R.

Réciproquement, si V' satisfait les conditions de I’énoncé, alors pour tous p € Ng, A1,..., A, €
R et tous u1,...,up € V, on a AMuq,...,\pu, € V. On a ensuite

Aug + -+ Apup = (- (Arur + Aaug) + Agus) + -+ ) + Apn.

En appliquant p — 1 fois la condition sur la somme donnée dans I’énoncé, on conclut que cette
combinaison linéaire est dans V. O

Remarquons qu’étant donné une partie V' de E, pour démontrer qu’il s’agit d’un sous-espace
vectoriel, il faut d’abord démontrer qu’elle est non vide. C’est en fait trés simple : si V' est un
sous-espace vectoriel, alors pour u € V, Ou = 0 doit aussi étre dans V. Donc tout sous-espace
vectoriel contient le vecteur nul. C’est aussi une fagon de démontrer qu’un ensemble n’est pas
un sous-espace vectoriel. Voici quelques exemples.

Exemple 1.3.3. Soit R? muni de sa structure d’espace vectoriel standard. Alors
T
Vi={]|=z €R3::1:1+2:L‘2—4x3:0}

3

est un sous-espace vectoriel de R?. De méme 1’ensemble

z1

1+ 2x9 —4x3 = 0

Vo ={| z2 ERS:{xl—E)xQ _ 0}
x3
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Chapitre 1. Espaces vectoriels réels

est un sous-espace vectoriel de R3.
Par contre
€1
U={|x2 ER3:x1+2x2—4:c3:1}
3

n’est pas un sous-espace vectoriel de R3.

Dans ce type d’exemple, le sous-espace vectoriel est décrit au moyen d’équations. Remarquons
qu’il est crucial que le second membre des équations soit nul (on dit que les équations sont
homogénes), sinon le vecteur nul ne serait pas dans le sous-ensemble.

Exemple 1.3.4. Soit F un espace vectoriel et u € E. Alors,
Vs ={A\u:\eR}
est un sous-espace vectoriel de E. De méme, si u et v sont dans F, alors
Vi={ u+pv:\pueR}
est un sous-espace vectoriel de F.

Les sous-espaces V3 et Vy sont définis a partir de certains vecteurs. Chaque valeur des para-
meétres A et pu définit alors un élément du sous-espace. Nous verrons d’ici peu que, quand E est
de dimension finie (voir la section 1.4), tout sous-espace vectoriel admet les deux descriptions
ci-dessus. Nous verrons également comment passer d’une description a ’autre. Voici encore un
exemple moins simple.

Exemple 1.3.5. Considérons l'espace vectoriel F(R) des fonctions de R dans R, muni de son
addition et de sa multiplication scalaire habituelles (voir ’exemple 1.2.4). L’ensemble Cy(R) des
fonctions continues de R dans R n’est pas vide : il contient la fonction nulle. On sait que la
somme et les multiples de fonctions continues sont des continues. Donc Cy(R) est un sous-espace
vectoriel de F(R). On montre de la méme fagon que I’ensemble P des fonctions polynomiales de
R dans R est un sous-espace vectoriel de F(R) et de Cp(R).

Exemple 1.3.6. Le sous-ensemble F' = {f : R — R : f(2) = 3} n’est pas un sous-espace
vectoriel de F(R).

Proposition 1.3.7. Si (E,+,0,-) est un espace vectoriel et si V' est un sous-espace vectoriel de
E, alors (V,+,0,-) est un espace vectoriel.

Démonstration. Il suffit de vérifier toutes les conditions de la définition. Elles sont satisfaites
dans V car elles le sont dans E. O

Ce résultat permet de construire des exemples d’espaces vectoriels, comme annoncé dans
Iintroduction de cette section. On constate alors que si V' est un sous-espace vectoriel de F,
alors V est un espace vectoriel inclus a E. Mais la réciproque n’est pas vraie : ce n’est pas suffisant
pour définir un sous-espace vectoriel. Il est important de remarquer que les opérations dans V'
sont les restrictions des opérations correspondantes dans E. Ainsi, si on considére E = R?, muni
des opérations standards et V =)0, +-00[? muni des opérations B et ® (voir 'exemple 1.2.4), on
aV C F etV est lui-méme un espace vectoriel, mais V' n’est pas un sous-espace vectoriel : les
multiples (au sens des opérations de E) des éléments de V' ne sont pas tous dans V. Cela est di
au fait que les opérations de V' ne sont pas les restrictions de celles de E.

Passons maintenant & des constructions classiques de sous-espaces vectoriels, que sont I’in-
tersection, 'enveloppe linéaire, et la somme.

Définition 1.3.8. Si V7 et V5 sont des sous-espaces vectoriels de F, I'intersection de V; et V5
est ’ensemble
VinVo={zxeFE:xe€V; et xecV}
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On a alors le résultat suivant.

Proposition 1.3.9. Soient Vi et Vo des sous-espaces vectoriels de E. Alors V1 N Vy est un
sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Considérons u,v € V1 NV, et A € R, alors Au appartient a V; et a V5 car ce
sont des sous-espaces vectoriels, donc Au appartient a V4 N V5. On montre de la méme facon que
u + v appartient a Vi3 N V5. O

On pourrait étre tenté de faire de méme pour 'union de sous-espaces vectoriels, mais en
général, si V1 et Va5 sont des sous-espaces vectoriels de E, V1UVa n’est pas un sous-espace vectoriel.
Par exemple, dans R2, on peut considérer V; = {(z,0)~ : z € R} et Vo = {(0,y)~ : y € R}.
Ce sont des sous-espaces vectoriels. Mais par exemple (3,0)~ et (0,4)™ appartiennent a V3 U V3,
mais leur somme (3,4)~ n’est ni dans V7, ni dans V5. L’union de Vj et V5 est donc trop petite
pour étre un sous-espace vectoriel. Si on veut trouver un sous-espace vectoriel contenant V; et
V5, on doit inventer une nouvelle construction.

Définition 1.3.10. Soit F un espace vectoriel et A une partie non vide de E. Le sous-espace
vectoriel engendré par A, ou 'enveloppe linéaire de A est ’ensemble

>A<: {A1a1—|—~-+)\pap :pEN,Al,...,)\p E]R,al,...ap EA}.
Cette définition est justifiée par le résultat suivant.

Proposition 1.3.11. Pour toute partie A non vide de E, )A( est un sous-espace vectoriel de
E. 1l contient A et est inclus dans tout sous-espace vectoriel V' contenant A. C’est 'unique
sous-espace vectoriel ayant cette propriété.

Démonstration. Si u est un élément de )A(, alors il existe Ay, ..., A\, réels et ay,...,a, € A tels
que u = Arag + - - - + Apap. Si A est réel, alors

Au = AArar + -+ Apap) = (AA)ar + -+ (A\p)a,

appartient aussi a ) A(. Si v est aussi un élément de ) A(, il existe by,...,b, € Aet py,...,pug €R
tels que v = p1by + - - - + pgby. On a donc

u+v=2Aai+ -+ Apap + p1b + -+ pgby

et on constate que c’est un élément de )A(. On a également A C)A(, puisque pour tout u € A,
on a u = 1-u. Puisque A n’est pas vide, ) A( ne I’est pas non plus. Nous avons donc démontré
que ) A( est un sous-espace vectoriel qui contient A. Si V' est un sous-espace vectoriel et contient
A, alors il contient les combinaisons linéaires des éléments de A et donc il contient ) A(. Enfin,
I'unicité est évidente. ]

On résume généralement cette propriété en disant que )A( est le plus petit sous-espace vec-
toriel contenant A.
Nous pouvons maintenant définir la somme de deux sous-espaces vectoriels.

Définition 1.3.12. Soient V; et Vo deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. La
somme de Vj et V5, notée Vi + V5 est 'ensemble

V1+V2={U1+'LL2:U1€V1, UQEVQ}.
La proposition suivante fait alors le lien avec la notion d’enveloppe linéaire.

Proposition 1.3.13. Si V7 et V5 sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E, alors
Vi + Va est un sous-espace vectoriel de E. On a de plus Vi + Vo =)V; U Va(.
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Démonstration. On montre comme d’habitude que V;+V5 est un sous-espace vectoriel. Il contient
V1 car 0 appartient a V5 et il contient aussi V5. De plus tout sous-espace vectoriel contenant V3
et Vo contient visiblement V; + V5. Cela suffit a cause de 1'unicité de YV U V(. O

Dans ce qui suit, nous utiliserons trés souvent la notion d’enveloppe linéaire d’un ensemble
fini. Si A = {u1,...,u,}, on note 'enveloppe linéaire )uy, ..., u,( au lieu de ){uy,...,u,}(. On
peut alors facilement montrer ’égalité

YUL, « oy Up (= {z:/\zuZ t AL, Ay € R
i=1

Enfin, terminons sur un cas particulier de somme de sous-espaces vectoriels.

Définition 1.3.14. On dit que la somme des sous-espaces vectoriels V7 et Vo est directe si
V1 NV, = {0}. On note alors cette somme V; & Vs.

Ce cas est particulier a cause de la proposition suivante.

Proposition 1.3.15. Soient Vi et Vo deuxr sous-espaces vectoriels de E. La somme de Vy et
Vo est directe si, et seulement si, tout vecteur u de Vi + Vo se décompose de manicre unique en
u=uy+uy ouu €Vy etus € Vs.

Démonstration. Supposons que 'on a V1NV, = {0} et soit u € V; + V5. Par définition de V; 4 V5,
il existe u; € V7 et ug € Vo tels que u = uy 4+ uz. Supposons que l'on ait aussi u = u} + uf avec
uy € V1 et uby € Va. De I'égalité uy + ug = u} + uh, on tire alors u; — u} = ug — ufy. Ce vecteur
est dans V4 N Va, donce il est nul, et on a donc uy = ) et ug = ub.

Passons a la réciproque. Supposons que tout vecteur de Vi + Vo se décompose de maniere
unique en somme d’un élément de V7 et d’un élément de V5 et supposons qu’il existe un vecteur
v non nul dans V; N V5. On a alors deux décompositions possibles de 0 : en effet

0=04+0, et 0=v+(—v).

C’est contraire & ’hypothese. O

1.4 Bases et dimension

Nous introduisons ici les notions fondamentales d’ensembles de vecteurs linéairement indé-
pendants et générateurs d’un espace vectoriel. Nous définissons ces notions pour des ensembles
quelconques, mais pour que ’exposé reste simple, nous nous limiterons assez rapidement a des
sous-ensembles contenant un nombre fini d’éléments.

Définition 1.4.1. Un ensemble de vecteurs G C FE est une partie génératrice de E si tout
vecteur de E est une combinaison linéaire des éléments de G.

En d’autres termes, G est une partie génératrice de F si, et seulement si )G(= E.
Exemple 1.4.2. Voici quelques exemples qu’on traitera comme exercice. On commence avec
R? :

1. Dans R?, les vecteurs v = (1,0)~ et v = (0,1)~ forment une partie génératrice (i.e.

G = {u,v} est une partie génératrice).

2. Dans R? les vecteurs u = (1,2)~ et v = (0,1)™ forment une partie génératrice.

3. Dans R?, les vecteurs u = (1,2)~, v = (0,1)~ et w = (3,7)™ forment une partie génératrice.

4. Dans R?| les vecteurs u = (1,2)~ et v = (4,5)™ forment une partie génératrice.

5. Dans R?, les vecteurs u = (1,2)™ et v = (2,4)™ ne forment pas une partie génératrice.

h. On peut aussi démontrer qu’alors tout élément de Vi + Va2 se décompose d’au moins deux fagons comme
somme d’un élément de V7 et d’un élément de V5.
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Voici quelques exemples dans R3 :
1. Dans R3, les vecteurs u = (1,0,0)~ et v = (0,1,0)™ ne forment pas une partie génératrice.
2. Dans R3, les vecteurs u = (1,0,0)~, v = (0,1,0)~ et w = (0,0,1)~ forment une partie
génératrice. Si z = (2,1,3)", alors {u,v,w, z} est aussi une partie génératrice.
3. Dans R3, les vecteurs u = (1,2,0)~, v = (0,1,3)~ et w = (0,0,1)~ forment une partie
génératrice.
L’intérét d’une partie génératrice est qu’elle permet de remplacer des vecteurs abstraits,
ou des vecteurs d’espaces vectoriels bizarres par des nombres, en particulier si on a une partie
génératrice contenant un nombre fini d’éléments : si G = {u1,...,u,} est une partie génératrice

de E, on fixe un ordre dans ces vecteurs, obtenant ainsi la famille (u1,...,u,). On sait alors que
tout vecteur u de E se décompose en

u = Aui + -+ Apuyp,

et on associe au vecteur u le p-uple de nombres (Aq,...,Ap)~ € RP.
Cette remarque vaut bien une définition.

Définition 1.4.3. Un espace vectoriel F est de dimension finie s’il admet une partie génératrice
contenant un nombre fini d’éléments.

Nous avons déja vu quelques exemples. Voici un contre-exemple.
Exemple 1.4.4. L’espace vectoriel des fonctions polynomiales n’est pas de dimension finie.

Voici maintenant un exemple simple qui montre que 1’association que nous avons introduite
ci-dessus est imparfaite.

Exemple 1.4.5. Dans 'espace vectoriel R?, les vecteurs

o) o)+ o)

. o . , 112 a
forment une partie génératrice. En effet, on peut décomposer tout élément <

b) de R?2 comme

combinaison linéaire de ces vecteurs : la condition
a\ 1 " 2 n 5
b) = o) TV 2) 74

a = x4 2y+ 5z
b = 2y+4z,

est équivalente a

ol les inconnues sont x, y, z. On peut résoudre ce systeme linéaire, et on obtient la forme la plus

simple de solution :
xr = a—b—2z
y = b—24z )

Pour toute valeur de z, on obtient une valeur de x et y qui satisfont les équations. Par exemple,
pour a = 2 et b = 6, on peut prendre z = 0 et on obtient

2 1 2
<6> = -4 <0> +3 <2> = —4uj + 3uz + Ous.

Pour z quelconque, on aura

<2> =(-4-2) (é) + (3 —22) (;) +z (i) = (=4 — 2)ug + (3 — 22)ug + zus.

On pourrait donc associer a (2,6)™ le triplet (—4,3,0)™, mais aussi le triplet (—5,1,1)"~, ou une
infinité d’autres triplets.
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Exemple 1.4.6. Toujours dans R?, les vecteurs

() ()

forment une partie génératrice. En effet, tout vecteur (a,b)™ de R? se décompose comme com-
binaison linéaire de vy et w9, car la condition

(-

{a = z+2y

est équivalente a
b =y

r = a—2b
y = b

Contrairement a ’exemple précédent, la solution est ici unique. Pour reprendre le méme cas

particulier, on a
2 1 2
<6> =-10 <0> +6 <1> = —10v; + 6v2.

La différence entre les deux exemples est que dans le premier, il existe une dépendance linéaire
entre les vecteurs uq, uo et ug. En effet, on a

On trouve facilement

up + 2ug — uz = 0.

C’est ce qui permet d’ajouter cette combinaison linéaire & n’importe quel vecteur sans en changer
la valeur. On a donc une combinaison linéaire nulle de uy,u2,us, dont les coefficients ne sont
pas tous nuls.
Cette dépendance linéaire s’exprime aussi par le fait qu'un des vecteurs dépend linéairement
des deux autres, puisqu’on a
Uz = uy + 2uo.

Par contre, il n’y a pas de dépendance linéaire entre les vecteurs du deuxiéme exemple. En effet,
on remarque tout de suite que v; n’est pas multiple de vy et vy n’est pas multiple de v; non
plus. Si on essaie d’obtenir le vecteur nul comme combinaison linéaire de ces vecteurs, on obtient
I’équation

A1v1 + Avg = 0,

ol A1, Ao sont réels. On développe cette équation pour obtenir

AM+2X = 0
Ao =0

qui donne 'unique solution \; = Ay = 0. La seule combinaison linéaire nulle que I’on peut former
avec v1 et v est donc celle dont les coefficients sont nuls.

Définition 1.4.7. Une famille (non vide!) de vecteurs D C E est linéairement dépendante s’il
existe une combinaison linéaire nulle de vecteurs de D dont les coefficients ne sont pas tous nuls.
Dans ces cas, on dit aussi que les éléments de D sont [inéairement dépendants.

Une famille L de E qui n’est pas linéairement dépendante est dite libre ou linéairement
indépendante. Les éléments de L sont alors dits linéairement indépendants.

Il est utile de faire le lien entre cette définition et le fait qu’un des vecteurs de la famille soit
combinaison linéaire des autres, comme nous ’avons fait plus haut.

i. Dans la suite, sauf mention explicite du contraire, nous ne travaillerons qu’avec des familles non vides.
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Proposition 1.4.8. Une famille D de vecteurs de E est linéairement dépendante si, et seulement
st, 'un des vecteurs de D est combinaison linéaire des autres.

Démonstration. Soit D C E une famille linéairement dépendante. Il existe alors des vecteurs
U1,...,u, de D et des coefficients non tous nuls Aq,..., A, tels que

Aug + -+ Au, = 0.

Alors si A\; # 0, on a

1 ~
Up = *y()\lu1+---+2+~-+)\nun)~
1
Donc 'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres.
Réciproquement, si u € D est combinaison linéaire des vecteurs uq,...,u, de D, distincts
de wu, il existe des nombres réels Aq,..., A, tels que
W= A+ Antin.
En posant A\yg = —1, on obtient
Aot + Atug + -+ Apuy, = 0,
avec des coefficients qui ne sont pas tous nuls. O

On obtient également, par contraposition, le résultat suivant concernant I'indépendance li-
néaire.

Proposition 1.4.9. Une famille L de vecteurs de E est linéairement indépendante si, et seule-
ment st, pour Ai,...,\p € R, et tous uy,...,u, € D, ’égalité

AMui+ -+ Apu, =0

a lieu seulement st on a \y = -+ = A\, = 0.
Remarquons que pour une famille finie L = (uy, ..., u,), cette proposition se simplifie quelque
peu : cette famille est linéairement indépendante si, et seulement si, pour A1, ..., A, € R, I'égalité

Atut + -+ Apup =0

a lieu seulement siona A\ =--- = A, = 0.

Voici quelques propriétés qui seront fort utiles dans la suite. Elles découlent intuitivement
des définitions que nous venons de poser, mais il est utile de les prouver formellement.
Proposition 1.4.10. Soit E un espace vectoriel. On a les propriétés suivantes.

1. Toute famille de vecteurs qui contient le vecteur nul 0 est linéairement dépendante.

2. Si (uy,...,u,) est linéairement dépendante, alors pour tout y € E, (uy,...,ur,y) est li-
néairement dépendante.

3. St (u1,...,uy) (r=>2) est linéairement indépendante, alors (uy,...,ur—1) l’est aussi.

4. Si (u1,...,uy) est linéairement indépendante, alors pour tout y € E, (uy,...,ur,y) est
linéairement dépendante si, et seulement si, y est combinaison linéaire de u1,...,Uy.

5. Si (uy,...,u,) est génératrice, alors pour tout y € E, (u1,...,u,,y) est génératrice.

6. Si(uy,...,u,) est génératrice, et siu; (i < r) est combinaison linéaire de uy, ..., 0, ..., U,
alors (uy, ..., ..., u,) est génératrice.

Démonstration. Exercice. O

Voici maintenant un théoréme qui sera fondamental dans la suite du cours.
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Théoréme 1.4.11 (Steinitz/). Dans tout espace vectoriel E et pour tout p € No, p + 1 combi-
naisons linéaires de p vecteurs sont toujours linéairement dépendantes.

Démonstration. On démontre ce théoréme par récurrence sur p. Pour p = 1, on considére deux
combinaisons linaires v; et v9 d’un vecteur uy. On a donc v1 = ajuy et vo = asuy. Si agp = 0, alors
v1, U2 sont linéairement dépendants, par la proposition 1.4.10. Si a1 # 0, alors on a vy = %“17
ce qui suffit.

Supposons que le résultat soit vrai pour tout p € {1,...,k — 1} (k > 2) et démontrons le
pour p = k. Soient vy, ...,vrr1 de combinaisons linéaires de des vecteurs uy, ... u;. On a donc
U1 = a11ul + -+ a1 g
Vg4+1 = QOf4+1,1U1 + + + Q41 kUL,

ou les coefficients a; ; sont réels pour ¢ <k +1, 7 <k.

Soitonaaj;=---=ag; =0, et vy,...,v, sont k combinaisons linéaires des k — 1 vecteurs
ug, ...,ug. 1lls sont linéairement dépendants, et vi,...,vk41 le sont aussi, par la proposition
1.4.10.

Soit un de ces coefficients est non nul, et quitte a changer le nom des vecteurs, on peut
supposer que c’est a1,1. Alors les vecteurs

/ az1 / Ak+1,1
Vg = Vg — Voo oy Uyl = V41 — — U1
ai1 a1,1
sont k combinaisons linéaires des k — 1 vecteurs ug, ..., ug+1. Ils sont donc linéairement dépen-
dants, par hypothese de récurrence, et il existe des coeflicients puo, ..., g1 non tous nuls tels
que
/ /
pavy 4 -+ pgy 1)y = 0.
On a donc -
im0 MiQi1
HoU2 + - A U1 Vg1 — ey = 0,
a1

ce qui montre que vy, ..., Vg4 sont linéairement dépendants. O

Nous pouvons maintenant passer & la définition du concept de base d’un espace vectoriel.

Définition 1.4.12. Une base d’un espace vectoriel E est une famille de vecteurs qui est a la
fois libre et génératrice.

Regardons quelques exemples, en commencant par celui qui sera fondamental dans la suite,
car c’est le plus simple.

Exemple 1.4.13 (Base canonique de R™). Dans ’espace vectoriel R", les vecteurs

1 0 0
0 1 0
er = 0 ,e9 = 0 yeeesp = | ¢
: : 0
0 0 1
forment une base, appelée base canonique de R™.
Exemple 1.4.14. 1. Dans R2?, les vecteurs u; = (1,0)~ et ug = (1,1)~ forment une base
B = (u1,us2).
2. Dans R3, les vecteurs u; = (1,0,1)~, up = (0,1,1)~ et (0,0,1)~ forment une base B =
(uy,u2,us).

j. Ernst Steinitz (1871-1928)
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3. Les mémes vecteurs, pris dans un autre ordre, forment une autre base B = (ug, uj, us).

4. Dans l'espace vectoriel Py des polyndémes de degré inférieur ou égal a 2, les fonctions
Py, P, P, définies par

Py(z) =1, Pi(z)==z, Py(z)=2a>

pour tout & € R forment une base B = (Py, P1, P») ou une base B = (P, P1, P).

5. Dans le méme espace vectoriel, les fonctions Qq, Q1, Q)2 définies par
Qo(x) =1, Qi(x)=z-1, Qx)=(z—1)

pour tout z € R forment une base B = (Qo, Q1,Q2).

6. Dans l'espace P des fonctions polynomiales de R dans R, on définit pour tout n € N la
fonction P, par
P,(x)=2", VYxreR

L’ensemble ordonné (la suite) (P, : n € N) est alors une base de P. On peut démontrer
que P n’est pas de dimension finie.

7. Dans l'espace vectoriel (]0, +oo[?, 8, ®), les vecteurs
e 1

La définition de base est fondamentale & cause du résultat suivant.

forment une base B = (u1, uz).

Proposition 1.4.15. Une famille B est une base de E si, et seulement si, tout élément de E
s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des éléments de B.

Démonstration. Soit B une base de E. Puisque B est une partie génératrice, tout élément u de
FE s’écrit au moins d’une facon comme combinaison linéaire de vecteurs uq, ..., u, appartenant
a B. On a donc

U= Aui+ -+ A,

Supposons maintenant qu’un élément u s’écrive de deux facons distinctes comme combinaison
linéaire d’éléments de B. On a alors

w=Aui + -+ AU, et u= pgul -+ pmul,

avec au moins un vecteur différent dans la deuxieéme combinaison, ou un coefficient différent. On
en déduit
0=u—u=A\us+ -+ MNup) — (L1u) + -+ pmun,).

On a donc une combinaison nulle des vecteurs uq, ..., up, uj, ..., u,, dont les coefficients ne sont
pas tous nuls, ce qui contredit ’hypothese.

Passons maintenant a la réciproque. Nous supposons qu’une partie B satisfait les conditions
de I’énoncé et nous montrons que c¢’est une base. C’est une partie génératrice par hypothese.
C’est également une partie libre. En effet, supposons que ce ne soit pas le cas. Alors par la
proposition 1.4.8, il existe des éléments ug, u1,...,u, de B tels que

ug = Aug + - -+ Aplp.

Alors ug s’écrit de deux manieres différentes comme combinaison linéaire des éléments de B, ce
qui contredit I'hypothese. O

Voici encore quelques résultats et définitions utiles.
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Proposition 1.4.16. Soit E un espace vectoriel de dimension finie®. Alors E admet une base
contenant un nombre fini d’éléments. Toutes les bases de E contiennent le méme nombre d’élé-
ments.

Démonstration. Soit G = {u1,...,u,} une partie génératrice finie. Si n = 1, alors G = {u1}
est génératrice, et u; n’est donc pas nul (sinon E serait {0}). Donc (u1) est une base de E, car
c’est une famille linéairement indépendante. Si n > 1, et si (ug,...,u,) est une famille libre,
alors c’est une base, par définition. Si elle n’est pas libre, alors un des éléments, disons wu;, est
combinaison linéaire des autres. On peut le retirer pour obtenir G(1) = (Upy ooy Uiy ey Uy). Cest
encore une partie génératrice par la proposition 1.4.10. Si ce n’est pas une base, on lui retire
encore un élément. On procede de la méme facon jusqu’a obtenir une base. Ce processus s’arréte
puisqu’on a un nombre fini de vecteurs, et qu’on peut conclure dés que n = 1.

Soit une base B = (u1, ..., u,) et B’ une autre base. Par le théoréme de Steinitz, si ’ensemble
B’ contient strictement plus de n éléments, il ne peut former une partie libre. Si B’ contient
strictement moins de n éléments, alors les vecteurs uy, ..., u, sont linéairement dépendants (on
utilise le méme raisonnement), ce qui est contraire & I’hypothese. ]

Définition 1.4.17. Dans un espace vectoriel E de dimension finie, le nombre d’éléments d’une
base quelconque est appelé la dimension de E, et noté dim(E), ou dimFE.

Je vous laisse le soin de trouver la dimension des espaces vectoriels R”, (]0, +o00[,H, ®) et
Ps. La notion de dimension est importante dans tout cours de géométrie, mais dans I'immédiat,
elle va nous permettre de gagner du temps pour démontrer que des vecteurs forment une base,
a travers le résultat suivant.

Proposition 1.4.18. Soit E un espace vectoriel de dimension n.

1. toute partie génératrice contient au moins n éléments,
toute partie libre contient au plus n éléments ;
toute partie génératrice contenant exactement n éléments est une base;
toute partie libre contenant exactement n éléments est une base ;

Toute partie génératrice contient une base ;

S

Toute partie libre est incluse dans une base.

Démonstration. Soit B = (uq,...,u,) une base de E.

1. Soit G = {vi,...,vy} une partie génératrice de E. On remarque que tous les éléments
de B sont combinaisons linéaires de vy, ..., Un,. Si n > m, par le théoréme de Steinitz, les
éléments de B sont linéairement dépendants. C’est contraire a la définition de B, donc on
am =n.

2. Soit L = (v1,...,vy) une partie libre de E. On remarque que tous les éléments de L
sont combinaisons linéaires des éléments de B. Si m > n, par le théoréme de Steinitz, les
éléments de L sont linéairement dépendants. C’est contraire a I’hypothése sur L, donc on
am < n.

3. Soit G = {vy,...,v,} une partie génératrice de E. Si elle n’est pas libre, un des vecteurs
est combinaison linéaire des autres, disons v;. On peut retirer ce vecteur et obtenir une
autre partie génératrice G' = {v1,...,0;,...,v,}. Mais cette partie génératrice contient
moins de n éléments, ce qui est impossible, vu le premier point.

4. Soit L = (v1,...,v,) une famille libre de E. Pour tout v € E, G' = (v1,...,v,,u) est

linéairement dépendante par le point 2. La proposition 1.4.10 montre alors que z est
combinaison linéaire des éléments de L, donc L est une base.

5. Des raisonnements similaires permettent de prouver les derniers points. Je vous en fais
grace.

k. Nous supposerons que E # {0} pour éviter des discussions pénibles.
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O
Nous pouvons encore donner un résultat sur la dimension de sous-espaces vectoriels.

Proposition 1.4.19. Soit E un espace vectoriel réel de dimension n et soit F' un sous-espace
vectoriel de E (non réduit a {0}). Alors F est de dimension finie et dim(F) < n. De plus si
dim(F) =n, alors F = E.

Démonstration. On considere ’ensemble des parties libres L = (vy,...,v,) formées de vecteurs
de F, ou r est maximal. On sait par le théoreme de Steinitz que r < n, et puisque r est maximal,
ces familles forment des bases. Elles sont donc génératrices, et la dimension de F' est r. O

Voici un exemple d’utilisation de ce théoreme. On considére comme espace vectoriel le sous-
espace vectoriel de R? défini par

x
E={|ly|leR?:2—y+2=0}
z

On montre facilement que c’est un espace vectoriel et qu’il est de dimension 2, une base étant
formée par les vecteurs u; = ((1,0,—1)~ et us = (0,1,1)~. Soit maintenant le sous-espace
vectoriel de R3 défini par

1\ /2
F=)l2],[6]¢
1) \4

On montre facilement que F est inclus dans E. Ayant les mémes opérations, c’est un sous-espace
vectoriel de E. Puisque F' est également de dimension 2, on a F' = FE.

Dans la suite de ce cours, sauf mention explicite du contraire, nous ne considérerons que
des espaces vectoriels de dimension finie. Un certains nombre de considérations s’étendent aux
espaces de dimension infinie (que vous verrez en deuxieéme année), mais j’ai choisi de ne pas
alourdir le cours avec les discussions sur la dimension.

1.5 Composantes et formule de changement de base

Nous avons introduit le concept de base pour obtenir une correspondance entre les vecteurs
d’un espace vectoriel d’'une part et des n-uples de nombres d’autre part. Formalisons cette
correspondance dans la définition suivante.

Définition 1.5.1. Soit B = (b1,...,b,) une base de E. Pour tout = € E, il existe un unique
n-uple (z1,...,2,)~ € R" tel que z = Y | z;b;. Ce n-uple est appelé vecteur de composantes
de x dans la base B. On note Cp 'application de E dans R” qui a tout « € E associe son vecteur
de composantes (z1,...,x,)"~ dans la base B.

Voici un exemple simple.

Exemple 1.5.2. Les vecteurs by = (1,1)™ et by = (1, —1)~ de R? forment une base B = (b1, b2)
de R2. Dans cette base, le vecteur z = (4,6) € R? admet pour composantes (5, —1)~, puisque
x = 5b; — by. De maniére plus générale, le vecteur z = (z1,22)~ € R? admet (£1f22 21oE2)~
pour composantes dans la base B. On a donc Cp(z) = (#4522, B522)~,

La proposition suivante donne les propriétés du passage aux composantes. Elles sont fonda-
mentales mais assez naturelles.

Proposition 1.5.3. Pour toute base B de E [application Cg est une bijection. C’est de plus
une application linéaire. En d’autres termes, elle satisfait les conditions suivantes :

1. pour tousu € E et A € R, on a Cg(Au) = A\Cs(u),
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2. pour tous u,v € E, on a Cg(u+ v) = Cp(u) + Cp(v).
En particulier, les composantes d’une combinaison linéaire de vecteurs sont obtenues en formant
la combinaison linéaire correspondante des vecteurs de composantes, dans R™.

Démonstration. Pour montrer que I’application Cp est une bijection, il suffit de montrer qu’elle
peut étre inversée, c’est-a-dire qu’il existe une application Zg de R™ dans F telle que Ci o Zg est
I'identité de R™ et Zg oCp est 'identité de E. L’application Zg doit donc consister & reconstruire
un vecteur a partir de ses composantes dans la base B. On définit donc naturellement

IBZRn%EZ (xl,...,xn)NHZmibi, (1.4)
=1

et on constate que cette application a les propriétés recherchées.
La linéarité de Cp se vérifie directement : soient v € E et A € R. Notons Cg(u) = (u1, ..., un)
On a donc u = Y ;| u;b;, et par suite Au = > 1" ; Au;b; et finalement

Co(Mu) = (M, -, Mun)™ = ACi(u),

~

ce qui démontre le premier point. On démontre le second de la méme maniere.
En appliquant ces deux points a plusieurs reprises, on obtient le cas général, a savoir

CB(ET: )\7,(11) = zr:)\iCB(ai), (15)
i=1 =1

pour tout naturel 7, tous réels Aq,..., A et tous ay,...,a, € E. ]

Voici une exemple supplémentaire en guise d’illustration de ce théoréme.

Exemple 1.5.4. On se place dans un espace vectoriel £ de dimension 3, muni d’une base
B = (u1,u2,us). Soient les vecteurs

v = 3u] — ug +uz, vo =4u; —2us, v3 = duy — us.

On a donc
3 4 5
Cp(v1) = [ -1|, Cslvz)=|-2], Cpvs)=|0
1 0 —1
On a 3v; = 3(3u; — ug + u3) = 9uy — 3ug + 3us, donc
9 3
CB<31)1) =|-3|=3|-1]|= 3CB(U1).
3 1

On a vy +v2 = (3u; — ug + uz) + (4u1 — 2ug) = Tuy — 3uz + ug, donc

7 3 4
CB(Ul + ’Ug) =|-3|l=|-1|1+]|-2]= CB(Ul) + CB(’UQ).
1 1 0
La proposition suivante donne la formule de changement de base. Elle exprime les liens qui
unissent les composantes d’un méme vecteur x € E dans deux bases différentes B = (b1, ...,by)
et B/ = (b,...,0)).
Proposition 1.5.5. Les composantes (x1,...,2,)~ et (x},...,x})~ d’un méme élément x de

E dans des bases B = (by,...,by,) et B' = (b},...,b),) sont liées par les formules

x1 @} ) x1

= AB’,B et = Agyg/ -, (1.6)

/ /

Tn Ty, xy, Tn

ot App et Ap g sont des matrices a n lignes et n colonnes. Pour tout j < n, la j-éme colonne
de App est le vecteur de composantes de b; dans la base B'. Enfin, les matrices Agp et Ap
sont inverses l'une de l’autre.
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Démonstration. On a par exemple pour la premiére formule, z = > ; z;b}. On utilise la linéa-
rité du passage aux composantes dans la base B (voir la formule (1.5) ci-dessus) pour obtenir
directement

n
(T1,...,2n)~ =Cp(z) = Zl‘;CB(b;)
i=1
Tenant compte des propriétés du produit matriciel, on obtient donc la premiere formule avec

Ap g = (Ca(bY),--.,CB(,)).

On obtient la deuxieme formule de la méme facon. Enfin, en combinant les deux formules de
(1.6), on obtient

/ /

1 1 7 1
=Ap A | : et | =AssA | |,
Tn T, xl xl,
pour tous 1, ..., &y, T}, ..., 2, réels. La matrice identité est la seule & avoir cette propriété, cela
montre que les produits Ag gAp pr et Ag g Ap g sont la matrice identité. O

Nous pouvons reprendre ’exemple précédent.

Exercice 1.5.6. Ecrire les matrices de changement de base entre la base canonique de R? et la
base B donnée dans ’exemple 1.5.2.

1.6 Equations de sous-espaces vectoriels

On se place dans un espace vectoriel £ de dimension finie. Nous allons définir plusieurs
descriptions possibles d’un sous-espace vectoriel F' de FE et on montrer comment passer de
I'une a 'autre. Nous avons déja rencontré ces deux descriptions dans la section sur les espaces
vectoriels (voir les exemples 1.3.3 et 1.3.4).

La description paramétrique permet de générer des éléments de F' en attribuant des valeurs a
certains parametres. Si on fixe une base B de F/, on peut alors tout exprimer en composantes dans
B et on obtient une description paramétrique cartésienne. Enfin, en éliminant les parametres,
dans cette derniere description, on obtient un moyen de déterminer si un élément de E est dans
F, a partir de conditions que I'on peut vérifier sur ses composantes dans 3. C’est la description
de F' au moyen d’équations cartésiennes. Enfin, en résolvant ces équations, on peut récupérer
une description paramétrique de F.

1.6.1 Equations paramétriques

Soit donc F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E de dimension finie. Puisque
FE est de dimension finie, il en est de méme pour F'. Etant lui-méme un espace vectoriel, il
admet une base (u,...,u,). Ceci nous permet de décrire F' comme une enveloppe linéaire : on a
F =)uq,...,up(. Vu la définition d’une enveloppe linéaire, on a directement le résultat suivant.

Proposition 1.6.1. Tout sous-espace vectoriel F' de E est une enveloppe linéaire F' =)uy, ..., upy(.
St x appartient a E, on a alors x € F si, et seulement st,

N, ER = w4 A, (1.7)

La condition (1.7) est appelé une équation paramétrique vectorielle de F'.

Remarque 1.3. 1. Puisqu’un sous-espace vectoriel peut étre écrit comme une enveloppe li-
néaire de plusieurs facons' (en fait une facon par partie génératrice ordonnée), il y a
également plusieurs équations paramétriques vectorielles pour un sous-espace vectoriel.

. Sauf si F' = {0}, mais ce cas n’est pas extrémement intéressant ici.
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2. Dans la proposition ci-dessus, il n’est pas nécessaire que les vecteurs uq,...,u, soient
linéairement indépendants. En ajoutant un vecteur combinaison linéaire des autres, on
ajoute un parameétre, obtenant ainsi une équation paramétrique vectorielle différente, plus
compliquée, mais équivalente.

3. Il est important de ne pas oublier “3I\;,..., A\, € R” dans la condition (1.7) ci-dessus. Elle
disparait cependant souvent dans les copies lors des examens. Cela revient & peu pres a
considérer que les phrases “Je mange une pomme” et “Je une pomme” sont identiques.
Vous conviendrez que cela nuit & la compréhension du texte, et souvent a I’humeur du
correcteur, dans le cas d’une copie d’examen.

Nous avons vu que le choix d’une base B = (by, ..., b,) dans un espace vectoriel E de dimen-
sion n permet une identification de E a I’espace vectoriel R"”. On travaille alors en composantes
dans B, ce qui est bien plus concret. Nous pouvons faire de méme en ce qui concerne la condition
(1.7), et obtenir le résultat suivant.

Proposition 1.6.2. Soit une base B = (by,...,b,) de E et F =)uy,...,u,(. Si les composantes
de u; dans B sont (u1,...,un;:)", alors un vecteur x de composantes (x1,...,x,)" appartient
a F si, et seulement si,

T = Muig -+ AMuip
I, ER: : (1.8)

Tn = MUpi+ -+ Aplnyp
La condition qui apparait dans (1.10) est appelée une équation paramétrique cartésienne
du sous-espace vectoriel F' dans la base B. Elle permet entre autres, en assignant des valeurs

quelconques aux parametres, de générer des composantes de vecteurs appartenant a F. Voici
quelques exemples.

Exemple 1.6.3. Dans R?, on considére la droite vectorielle F' =)u( ot u = (1,2)~. On a alors
reF& I eR:z=\u.
Dans la base canonique de R?, si x = (1, 22)", alors = appartient & F si, et seulement si

. rT = A
HAER.{ Ty = 2\
Exemple 1.6.4. Dans R? on considére la droite vectorielle F' =)u{ ot u = (1,2,3)~. On a
alors
reF& I eR:z=)\u.

Dans la base canonique, si x = (21, z2,23)”, alors x appartient a F si, et seulement si

xrpT = A
INeER: S g = 2\
r3 = 3\

Exemple 1.6.5. Dans R3, on considere la droite vectorielle F' =)u({ ou v = (1,2,0)~. On a
alors
reF& I eR:z=\u.

Dans la base canonique, si x = (1, z2,23)", alors z appartient & F si, et seulement si

rT = A
dANeR: S 29 = 2A
xr3 = 0.
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Exemple 1.6.6. Dans R3, on considére F' =)u,v{ ot u = (1,2,3)" et v = (2,4,6)". On a alors
reFed\peR: o=+ po. (1.9)
Dans la base canonique, si x = (z1, z2,23)", alors = appartient a F si, et seulement si
x1 = A+2u
dNpeR: ¢ zo = 2X+4pu

On constate que tout s’exprime en fonction du parametre v = A+ 2u. A quoi est-ce di? Quelle
est la dimension de F'?

Exemple 1.6.7. Dans R3, on considére F =)u,v( ot u = (1,2,0)~ et v = (1,0,1)~. On a alors
reFe I peR: z= A+ .

Dans la base canonique, si x = (1, z2,23)", alors z appartient & F si, et seulement si

r1 = A+ M
JApeR: ¢ z2 = 2A
r3 = M.

Quelle est la dimension de F'?

Exemple 1.6.8. Dans E = P, on considére F =)u,v{ ot u(r) = 22 + 1 et v(z) = 223 + =,
pour tout z € R. On a alors

peFea\peR:p(x) = )+ pv(z), VreR

Dans la base B = {1, z,2% 23}, un polynéme p de composantes (1, xo, 73, 24) est dans F si, et
seulement si,

ry = A

D A

INpeR: o = A
T4 = 2u.

Remarquons que nous n’avons pas utilisé x pour noter un vecteur pour éviter la confusion avec
la lettre x souvent utilisée pour décrire les fonctions polynémes. On aurait aussi pu noter cette
“variable” par une autre lettre.

1.6.2 Equations cartésiennes

Considérant un sous-espace vectoriel, disons celui de ’exemple 1.6.7, et étant donné le vecteur
x de composantes (7,8,3)™, comment déterminer si x est dans F'? La réponse est claire, il faut
et il suffit que I'on puisse trouver des valeurs des parametres réels A et u tels que z = Au + pw.
Dans ce cas, on trouve x = 4u + 3v et on conclut que x est dans F. Il serait cependant plus
simple d’obtenir une fois pour toutes des conditions que 'on peut vérifier sur les composantes
de x dans la base B pour que x soit dans F', sans devoir chercher a chaque fois les valeurs des
parametres A, i qui conviennent. Cela ameéne la définition des équations cartésiennes.

Définition 1.6.9. Des équations cartésiennes du sous-espace vectoriel F' dans la base B sont
des conditions nécessaires et suffisantes sur les composantes d’un vecteur x dans la base B pour
qu’il soit dans F.

Trouver de telles conditions a partir des équations paramétriques cartésiennes consiste a
éliminer les paramétres (et le quantificateur) dans les équations paramétriques. On peut le faire
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“a la main” sur des exemples simples. Reprenons I'exemple 1.6.7. Etant donné un vecteur x de
composantes (x1,x2,x3)~, s'il existe \, u € R tels que

xrK = )\—i-,UJ
Ty = 2\ , (1.10)
r3 = M

alors les deux dernieres équations donnent les valeurs de X\ et u en fonction de x1 ,z9 et x3 : on

a nécessairement .
2

?7
Mais puisque A et p doivent satisfaire les trois équations dans (1.10), on obtient une condition
de compatibilité

A= et u=xs.

{5
Ir = ? +$3,

que l'on écrit plus proprement
2%1 — X2 — 2:(:3 =0.

Inversement, si (1,22, 73)~ satisfait cette derniere équation, alors on peut choisir A = % et
p = x3 et ce choix permet alors de satisfaire toutes les conditions de (1.10).

Nous avons alors obtenu une équation cartésienne de F' au sens de la définition 1.6.9. Pour
décider si (7,8,3)~ est dans F, il est suffisant, mais aussi nécessaire de vérifier s’il satisfait
I’équation, et on a en effet

27-8-23=0.

Puisqu’on a obtenu des conditions nécessaires et suffisantes, on montre alors par exemple faci-
lement que (2,5,4)~ n’appartient pas & F' car on a

2.2-5-24=-9+0.

On peut alors reprendre les exemples et appliquer cette méthode.
e Pour ’exemple 1.6.3, on obtient I’équation xo = 227 ;
e Pour I'exemple 1.6.4, on obtient le systéme d’équations

Tro = 2$1
r3 = 3:(}1.
e Pour 'exemple 1.6.5, on obtient le systéeme d’équations
Xro = 2.731
r3 = 0.

e Pour 'exemple 1.6.6, on constate qu’il n’est pas possible d’obtenir A et p en fonction de
x1, T3 et x3, mais si A et p satisfont cet ensemble de conditions, alors on trouve A en
fonction de x1 et p par A = x1 — 2. On a alors nécessairement

Tro = 2:(}1
r3 = 3x1.
Si x1, z2 et x3 satisfont ces conditions, alors en donnant une valeur quelconque a g, on

choisit A = x; — 2p et on constate que A et p satisfont les trois conditions dans (1.9).
e Pour I'exemple 1.6.8, on obtient le systéme d’équations

r3 = I
Try = 2:(}2.
Il est toutefois intéressant d’avoir une méthode générale pour obtenir des équations d’un sous-

espace vectoriel dans une base B donnée. Heureusement, le prix pour obtenir cette procédure
automatique pour obtenir des équations cartésiennes est payé en algebre (voir appendice).
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Proposition 1.6.10. Soit un espace vectoriel F' =)uq,...,u,(. St les composantes de u; dans
B sont U; = (u1,...,un;:)", alors un vecteur x de composantes X = (z1,...,z,)"~ est dans F
st, et seulement si,

rg(Us,...,Up) =1g(Us,...,Up|X). (1.11)

Démonstration. On peut réécrire les équations paramétriques cartésiennes que nous avons ob-
tenues plus haut en

Uyl v Uiy A1 1
reF & dN,..., peR | 0 o ] =

Unp,1 - Unp )\p Tn

Il s’agit donc d’étudier la condition de compatibilité du systéme linéaire en les parameétres
AL, ..., Ap. On obtient donc le résultat annoncé. O

Remarque 1.4. 11 n’est pas nécessaire que les vecteurs uy, . . ., u, soient linéairement indépendants
pour appliquer la proposition précédente. Tous les cas sont pris en compte lors du calcul du rang.
Dans le cas de I’exemple 1.6.6, on obtient des équations cartésiennes en explicitant

L1
T2
T3

rg =T1g

W N =
SN
W N =
SN

Le rang dans le membre de gauche est 1, puisque les deux colonnes sont multiples I'une de
I'autre. La condition est donc

1 2 T
rg|2 4 z| =1
3 6 T3

En utilisant la méthode des déterminants bordés et en tenant compte du fait que les deux
premiéres colonnes sont linéairement dépendantes, on arrive & la condition

1 1) 1 1)
det (2 @) = det <3 x3> =0,

ce qui donne effectivement ce que nous avons trouvé a la main. Mais cette fois-ci, nous avons
utilisé une procédure automatique.

On peut tirer les conséquences du résultat précédent en termes de nombre d’équations.
Intuitivement, la relation est claire : dans un espace de dimension n, ’ensemble des vecteurs dont
les composantes satisfont une équation (non triviale) est un sous-espace plus petit. L’équation
représente une contrainte, et on a donc un sous-espace de dimension n — 1. L’ensemble des
vecteurs dont les composantes satisfont deux équations (indépendantes, sinon une des deux ne
sert a rien), est un espace plus petit. On a deux contraintes, et donc la dimension est diminuée
de deux unités. Plus généralement, on a le résultat suivant.

Proposition 1.6.11. Dans un espace vectoriel de dimension n muni d’une base B = (by,...,by),
un sous-espace vectoriel F' de dimension p admet des équations cartésiennes formées d’un sys-
teme de n — p équations linéaires indépendantes.

Démonstration. On choisit une base f1,..., f, de F' (formée de vecteurs de F' C E). On a donc

F=)fi,..., fp(

11 suffit alors d’écrire la condition (1.11) en utilisant la regle déterminants bordés. On constate
alors facilement que cela donne n — p équations indépendantes. O

Ce résultat admet la réciproque suivante.
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Proposition 1.6.12. Soient E un espace vectoriel de dimension n et B = (by,...,by) une
base de E. L’ensemble des vecteurs x de E dont les composantes X = (x1,...,x,)" dans B
satisfont un systéeme d’équations linéaires homogénes de rang r est un sous-espace vectoriel de
FE de dimension n — r.

Démonstration. Le passage au composantes est linéaire. On se ramene alors directement a un
résultat concernant les systémes linéaires, que nous avons admis (voir appendice). O

Voici quelques conséquences pour des ensembles bien connus. Mais généralisons d’abord
quelques définitions.
Définition 1.6.13. Dans un espace vectoriel F de dimension n :

1. une droite (vectorielle) est un sous-espace vectoriel de dimension 1;

2. un plan (vectoriel) est un sous-espace vectoriel de dimension 2 (si n > 2);

3. un hyperplan (vectoriel) est un sous-espace vectoriel de dimension n — 1.

On peut alors donner le nombre d’équations nécessaires pour déterminer de tels sous-espaces.

— Dans un espace de dimension 2, une droite vectorielle correspond & un systéme de rang 1,
i.e. une équation homogene, non triviale.

— Dans un espace de dimension 3, une droite vectorielle correspond a un systéme d’équations
homogenes, de rang 2.

— Dans un espace de dimension 3, un plan est déterminé par une équation homogene.

— Un hyperplan dans un espace de dimension n, est déterminé par 1 équation.

Exemple 1.6.14. 1. Dans R*, muni d’une base B, I’équation

1 — 29+ 3x3 =0

décrit un sous-espace vectoriel de dimension 3. Trouvez-en une base.

2. Dans R, le systeme d’équations

1 —223+25 = 0
2.%4—.7}5 =0

détermine un sous-espace vectoriel de dimension 3. Trouvez-en une base.

1.6.3 Cas particuliers : droites et hyperplans

Dans le cas des droites et des hyperplans, respectivement les sous-espaces vectoriels non
triviaux de dimension minimale et maximale, la recherche des équations cartésiennes est parti-
culierement simple. Revenons un peu sur ces situations.

On considere un espace vectoriel £ de dimension n, muni d’une base B. Soit d une droite

et w: (uy,...,u,)~ € d\ {0}. On appelle un tel vecteur “vecteur directeur” de d. On a alors
d=)u(. Alorson a z : (x1,...,2,)"~ € d si et seulement si
xrT = )\ul
JAeR:q : (1.12)
Tn = Alp.

— Siwug - u, # 0, alors on élimine facilement le parameétre :

dzﬂ:...:xl_

Uy Unp,
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— Siu; =0 (pour un ¢ < n), on revient a (1.12), et on trouve
1 _ = _ Tn
dz{ Lo =t

— Cela fonctionne quand plusieurs composantes de u sont nulles.

Exemple 1.6.15. 1. Dans R* muni de la base canonique, écrire des équations cartésiennes
de

dy =)

w o O =
—~

1 0
=) [ Gds=) [ ]G da=)
4 0

= W N =

2. Dans l’espace des polynémes de degré inférieur ou égal a deux, muni de sa base B =
{1, x, 2%}, écrire une équation cartésienne de la droite vectorielle d engendrée par P défini
par P(x) = 322 — 2z + 1.

Dans le cas des hyperplans, il n’y a qu’une équation simple a obtenir.

Proposition 1.6.16. Soit un hyperplan vectoriel F =)fi,..., fa—1(. Si les composantes de f;
dans B sont Fy = (fii,...,fni)”, alors un vecteur x de composantes X = (x1,...,x,)" est

dans F' si, et seulement st,
det(Fy,..., Fh_1,X) =0. (1.13)

Exemple 1.6.17. 1. Dans R? muni de sa base canonique, écrire une équation cartésienne de

la droite
i =) (;) (. ds =) (é) (. ds =) (2) s

2. Dans R3 muni de sa base canonique, écrire une équation cartésienne du plan
1 0 1 0 5 2
T :> 20,11 <> T2 :> Of,11 <7 3 :> 61,(0 <
3 1 0 0 1 1

3. Dans R* muni de sa base canonique, écrire une équation cartésienne de I'hyperplan

1 0 0 1 0 1
2 1 0 0 1 1

7T4 _> 3 ) 1 I 1 <7 7'(_5 _> 1 bl O bl 1 <
0 0 1 0 0 0

1.6.4 Faisceaux de plans en dimension 3

Terminons cette section sur les équations de sous-espaces vectoriels par un résultat sur les
faisceaux de plans.

Proposition 1.6.18. Dans un espace vectoriel E de dimension 3, deux plans vectoriels distincts
se coupent suivant une droite vectorielle.

Démonstration. Fixons une base et considérons les équations des deux plans dans cette base.
Appelons les plans 71 et m. On a dong, vu les résultats précédents :

T = a121 + a2 + azxz = 0,

et
mo = bixq1 + boxg + b3xg = 0.
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De plus on a (aj,az,a3) # (0,0,0) et (b1,b2,b3) # (0,0,0), pour que les équations soient de
rang 1. Enfin, puisque les plans sont distincts, ces triplets ne sont pas multiples 'un de 'autre.
L’intersection m N my admet pour équation

a1x1 + asre +azxs = 0
biz1 + baxo +bgxs = 0
Ce systeme est de rang 2, donc l'intersection 7 N 7y est de dimension 3 — 2 = 1. 0

Ayant une droite déterminée par deux plans en dimension 3, on peut également trouver des
équations cartésiennes de tous les plans contenant cette droite. L’ensemble de tous les plans
contenant la droite vectorielle d est appelé faisceau de plans d’axe d.

Proposition 1.6.19. Dans un espace vectoriel E de dimension 3, si une droite vectorielle d
admet pour équation(s) dans une base B le systéme

a1x1 + agrz +asxzy = 0
bix1 + boxo + b3zs = 0,
alors un plan 7 contient d si, et seulement si, il existe (\, 1) € R?\ {(0,0)} t.q.
T = Mai1x1 + agxa + azxs) + p(bizy + bawe + bsxs) = 0.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que d C 7 est équivalent a d N w = d, ou encore,
puisque d N7 est inclus dans d, a dim(d N 7w) = 1. Si 7 admet pour équation

c1x1 + caw2 + c3x3 = 0

alors
a1x1 + asre +azxs = 0
dNm = bizy + boxo + b3z = 0
c1x1 +cara+c3xz = 0

Ce systeme définit un sous-espace de dimension 1 §’il est de rang 2. Puisque les deux premieres
lignes sont indépendantes, cela équivaut au fait que la troisiéme en soit combinaison linéaire,
c’est-a-dire

(01, co, 03) = /\(al, as, a3) + M(bh ba, b3),

pour (A, i) # (0,0), ce qui donne le résultat annoncé. O
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Espaces affines

La notion d’espace affine permet de modéliser rigoureusement ’espace dans lequel nous
vivons, que nous considérons comme plat. Cette notion est basée sur celle d’espace vectoriel,
que nous venons d’étudier. Intuitivement, les vecteurs pourraient représenter les forces, et les
éléments d’un espace affine les objets, supposés ponctuels, auxquels elles s’appliquent.

Vous pouvez vous représenter un espace affine (de dimension 2) comme une table de billard
infinie, sur laquelle les boules sont les points, et qui permettent d’appliquer des forces : en jouant,
on envoie une boule d’un point & un autre.

Les espaces affines de dimension 2 et 3 sont les ensembles dans lesquels vous avez étudié
la géométrie, vous en avez donc une représentation intuitive que vous pouvez conserver. Nous
allons d’ailleurs récupérer la définition de vecteur vue dans ’enseignement secondaire, a tra-
vers la notion de vecteur lié ou libre. Cependant, il est important de bien distinguer la nature
mathématique des objets avec lesquels on travaille.

Enfin, je précise que dans ce chapitre, il n’y a aucune notion euclidienne (distance, per-
pendicularité, norme, angles) qui apparait. Ces notions sont reléguées au chapitre 4, car elles
nécessitent la généralisation des longueurs, angles, produits scalaires.

2.1 Définitions

Commengcons directement par la définition.

Définition 2.1.1. Un espace affine 4 modelé sur un espace vectoriel F est un ensemble dont
les éléments sont appelés points, muni d’une opération de translation

t:AXE— A: (Au)—t(Au) =A+u,

satisfaisant les conditions suivantes :

1. Ona (A4 u)+v=A+ (u+v) pour tous A € A et tous u,v € E;

2. Pour tous A, B € A, il existe un unique u € E tel que B = A + u.

L’idée de la définition est donc bien que les éléments de E (les forces) agissent® sur A, par
translation. On peut aussi voir les vecteurs comme des déplacements : si B= A+ u (A, B € A,

u € E) alors u est le déplacement de A vers B. Comme pour les espaces vectoriels, nous
commencons par un exemple abstrait.

Exemple 2.1.2. Soit E l'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré au plus 2, qui
prennent la valeur 0 en 1, i.e.

E={f:R—R: f(z) = ar’ + br + c pour tout = € R, et a + b+ c = 0}.

a. Vous verrez au cours de vos études la définition d’une action d’un groupe sur un ensemble. Celle-ci en est
un cas particulier.
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Soit A I’ensemble des fonctions polynomiales de degré au plus 2, qui prennent la valeur 3 en 1,
i.e.

A={F:R—>R:F(z) =ar*+bx + c pour tout z € R, et a+b+c = 3}.
On définit la translation du point F' de A par rapport au vecteur f de E comme étant ’addition

des fonctions f et F' (dans I’espace vectoriel de toutes les fonctions). On peut alors vérifier que
toutes les conditions sont satisfaites :

1. Pour tous F' € Aet f € E,ona F + f € A, puisque par définition on a (F + f)(1) =
F(1)+ f(1) = 3;

2. Pour tous F € Aet f,g € E,ona (F+ f)4+g = F + (f + g), puisque l'addition des
fonctions est associative;

3. Pour tous F, G € A, alors nécessairement f = G — F est un élément de F, et c’est 'unique
élément f € F tel que G = F + f.
Passons maintenant a des exemples auxquels vous étes peut-étre plus habitués.
Exemple 2.1.3. 1. Si F est un espace vectoriel, alors A = F est un espace affine modelé
sur F. La translation de A € A par u € E est simplement 1’addition de A et v dans F.
2. Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si F' est un sous-espace vectoriel, pour

tout u € E, 'ensemble {u + f : f € F'} est un espace affine modelé sur F.

Remarque 2.1. 1. Pour des raisons qui deviendront claires d’ici peu, I'espace vectoriel défi-
nissant un espace affine A est aussi noté A.

2. Quand cela ne préte pas a confusion, on parlera d’'un espace affine A, sans mentionner
I’espace vectoriel sur lequel il est modelé.

3. On notera dans la mesure du possible les éléments de A par des lettres capitales.

Voici quelques propriétés que I'on peut déduire de la définition.

Proposition 2.1.4. Soit A un espace affine.
1. Siu,v € F satisfont P+u= P+ v pour un P € A, alors u =v;
2. Ona P+0=P pour tout P € A;
3. SiP+u=Q+upour P,Qe Aetu€cFE, alors P=Q ;
4. Lexpression P+u1+---+u,, PE€ A, uy,...,u, € E est bien définie : elle ne dépend pas
de lordre dans lequel on effectue les opérations.
Démonstration. Prouvons point apres point :

1. Si on appelle @ le point P + u. On a aussi P + v = Q. On utilise alors 1'unicité (point 2
de la définition), et on a u = v.

2. Si @ est un point de A, alors il existe u tel que P = @ + u. Alors on a
P+0=Q+u)+0=Q+u+0)=Q+u=P.

3. Il existe v tel que @ = P +wv. On a alors par hypothese P+u = (P+v)+u = P+ (v+u).
Par le point 1, on a v + u = u, donc v = 0. Des lors, @ = P+ 0= P.
Le dernier point résulte directement de la définition et des propriétés correspondantes des espaces

vectoriels. O

Puisqu’il n’y a qu’un seul vecteur dont la translation applique un point A sur un point B, il
est naturel de lui donner un nom.

Définition 2.1.5. Soient A, B deux points de 4. On note E I'unique élément de F satisfaisant
A+ AB = B.
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Il est important de noter que si les points A et B sont des éléments de A, on représente
le vecteur AB par une fleche allant de A a B, mais ce vecteur est bel et bien un élément de
E. Ayant cette notion de vecteur, on se retrouve dans les situations classiques de géométrie,
que vous connaissez bien, et dont je vous rappelle quelques propriétés. La proposition suivante
contient alors une relation célebre.

Proposition 2.1.6 (Relation de Chasles®). Pour tous points P,Q, R de A, on a ]@ + Cﬁ =
ﬁ. En particulier, on a ﬁ =0 pour tout P € A et ]@ = —Q? pour tous P,Q € A.

Démonstration. Pour la premiere partie, on a

P+ (PG+QR)=(P+PQ)+QR) =Q+QR=R

et
P+ PR =R,

on peut donc utiliser la proposition précédente, ou la définition des espaces affines : il n'y a
qu'un élément de F qui translate P sur R. On a ensuite ﬁ + ﬁ = , donc ﬁ = 0. Enfin,
PG+ QP = PP =0. 0

La définition suivante est également classique.

Définition 2.1.7. On dit qu'un quadruple de points (A, B, C, D) forme un parallélogramme si

AB = DC.

Attention cependant : on peut appliquer cette définition dans des situations plus générales
que celles rencontrées dans I’enseignement secondaire, comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 2.1.8. Dans 'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal
a 4, vu comme un espace affine, les points

A:a23—3x+2, B:42°—22+6, C:z+1 D:-323-3

déterminent un parallélogramme.

2.2 Vecteurs liés et vecteurs libres

L’espace vectoriel E sur lequel un espace affine A est modelé est généralement distinct de
A. 1 existe deux fagons naturelles d’associer aux vecteurs de E des objets construits a partir
des points de A. Ce sont les vecteurs liés en un point et les vecteurs libres. Ces deux notions
sont celles qui ont permis de définir les vecteurs rencontrés dans ’enseignement secondaire, dans
différents contextes.

Définition 2.2.1. Soit O un point de A. On appelle vecteur lié en O tout couple (O, P) ou P
est un point de A. On note Ap 'ensemble des vecteurs liés en O.

On peut munir I’ensemble des vecteurs liés en O d’une structure d’espace vectoriel isomorphe
a E. Cela veut dire que I’ensemble Ao des vecteurs liés en O peut d’une part étre mis en bijection
(correspondance) avec E, mais qu’il sera possible d’additionner et de multiplier par des nombres
les éléments de Ao, de facon telle que la correspondance soit linéaire.

Proposition 2.2.2. L’application f qui a tout couple (O, P) associe le vecteur O? est une
bijection. Elle est linéaire pour les opérations sur Ao définies par

(0,P)B(0,Q) = (0,0 +0P+00G), et A6 (0,P)=(0,0+X0P),

pour tous P,Q € A et tout A € R.

b. Michel Chasles (1793-1880), Mathématicien francais.
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s
Démonstration. ﬁntrons que f est injective. Si f(O,P) = f(O, P'), alors (ﬁ = OPF', donc
O+ ﬁ = O + OPF’ et finalement P = P’. Montrons que [ est surjective : il faut montrer que

tout vecteur u s’écrit OP pour au moins un P. Il suffit de choisir P = O + u. On définit alors les
opérations sur Ao pour que f soit linéaire, en transportant les opérations de E dans Ap. O

On est habitué a la regle du parallélogramme pour additionner les vecteurs liés en un point.
Rien ne change comme le montre la remarque suivante.
Remarque 2.2. L’addition dans Ap suit la regle du parallélogramme. Quels que soient P et @,

le quadruple de points
0, P, O+0P+00, Q

est un parallélogramme.

Passons maintenant & la définition des vecteurs libres.

Définition 2.2.3. Deux couples (A, B) et (C, D) sont dits équipollents si ﬁ = C"ﬁ On appelle
vecteur libre représenté par (A, B) ’ensemble © de tous les couples équipollents a (A4, B). On le
note 4[(A, B)]. Nous noterons encore Az I’ensemble des vecteurs libres de A.

Le couple (A, B) est donc équipollent au couple (D, C) si le quadruple (A, B, D, C') forme
un parallélogramme.

Les résultats sur les vecteurs libres sont similaires a ceux concernant les vecteurs liés en un
point.

Proposition 2.2.4. L’application f': Ay — E qui a [(A, B)] associe B est une bijection. Elle
est linéaire pour les opérations suivantes sur Ag par

[(A,B)|BH[(C,D)] =[(A, A+ AB + @)], et NO[A,B)]=[A4A+ )\ﬁ)],
pour tous A, B,C, D € A et tout \ € R.

Démonstration. La démonstration suit les mémes lignes que celle qui concernait les vecteurs
libres. Je vous en fais grace. ]

2.3 Combinaisons affines

Dans les espaces vectoriels, on dispose naturellement d’un moyen de former des combinaisons
linéaires de vecteurs, puisque la somme et la multiplication scalaire des vecteurs sont données
a priori. Ce n’est pas le cas dans les espaces affines, puisqu’il n’y a pas d’opération définie sur
un espace affine A, autre que la translation par les éléments de I’espace vectoriel j sur lequel
il est modelé. Une idée intuitive pour définir la combinaison de deux points A et B avec les
coefficients A et p pourrait cependant étre la suivante. On fixe un point O dans A on calcule la
combinaison A\OA + uOB et on translate O par de vecteur pour obtenir la somme

A + uB = O + AOA + uOB.

Le probleme de cette construction est qu’elle dépend du choix de O. Si mon beau-frere Raoul €

S
choisit un point O’ comme origine, il calculera le vecteur \O' A + uO’ B, puis translatera O’ par

ce vecteur et déclarera _ _
M+ uB =0+ O'A + p0'B.

La somme AA + B n’est pas intrinsequement définie, puisqu’elle dépend du choix d’une
origine (en physique, on dirait sans doute que la construction dépend de I'observateur). Il y a

c. Plus précisément, on devrait dire la classe d’équivalence.

d. Cette notation n’est pas classique. Elle est souvent utilisée quand on a une relation d’équivalence, pour
décrire un point de ’ensemble quotient associé, mais ceci est une autre histoire.

e. Comme chacun sait, mon beau-fréere Raoul est un imbécile. Il ne fait rien comme tout le monde.
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donc autant de résultats en général qu’il y a de choix possibles d’origine O pour faire le calcul.
Cependant, nous avons déja défini un certain nombre d’objets géométriques associés aux points
A et B : le vecteur E, les multiples de ce vecteurs, toutes les translations de A (ou B) par
les multiples de ce vecteur. Il y a donc possibilité de définir de nouveaux objets géométriques
intrinseques a partir de A et B. La fagon simple de faire est de déterminer quand mon beau-frere
Raoul et moi sommes d’accord.

N

o —
Lemme 2.3.1. On a O + A\OA + ,LLO? = O + \NO'A + pO'B si, et seulement si, O = O’ ou
A4 p=1.
Démonstration. 11 suffit de tout exprimer a partir de O par exemple. On a donc

—_—  — — — —
O+ AXO'A+ pO'B = 0 + 00" + NO'O + OA) + n(0'0 + OB).

—
Par la proposition 2.1.4, ce point vaut O + A\OA + MO? si, et seulement si

00"+ )\0'0 + 0’0 =0,
ce qui donne le résultat annoncé. O

D’apres ce résultat, les points que 1’on peut obtenir a I'aide de la construction ci-dessus sont
les combinaisons .
P=0+(1-uO0A+u0OB, pucR

Ce n’est pas étonnant, puisqu’en développant, on a
P:O~I—O—z>4+,u(O-B)—O—1>4) :A‘Fﬂzﬁ, weR.
On peut généraliser a des combinaisons quelconques.
Proposition 2.3.2. Pour \i,..., A\, € R tels que A\ +---+ X\, = 1, le point
P=0+MOP, + -+ A\OP, (2.1)
est indépendant du point O.

Démonstration. On généralise la preuve du lemme 2.3.1. Si O’ est un autre point de A, on a

— —
O+ >\19’_1>31 + - "i‘—_f\nO/Pn .
—0+00 +\(00+0P) + -+ \(00 + OPy)
— —— —
ce qui suffit, vu 'hypothese. O

Définition 2.3.3. Le point P défini par la relation (2.1) est la combinaison affine des points
P, ..., P, de coefficients \1,..., \,. Elle est aussi appelée barycentre. On la note

MPL 4 APy

Voici quelques exemples classiques, dont celui de segment [A, B] et de milieu de ce segment,
que nous redéfinissons.

Exemple 2.3.4. Le segment [A, B] est I'ensemble
{1=XN)A+AB:Xe|0,1]}.

Le milieu du segment [A, B] est le point M = A+ 3 B.
On rappelle que (1 — A\)A+ AB = A+ MAAB, et que %A + %B = A+ %z@ On représentera
le segment [A, B] comme d’habitude.
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Remarque 2.3. Quand les coefficients A et 1 — \ sont positifs, on peut interpréter la combinaison
affine (1 — \)A + AB comme le centre de masse des points A et B, avec les masses respectives
1—Xet A

Comme nous l'avons pressenti le vecteur /ﬁ et tous ses multiples sont des objets géomé-
triques associés a A et B. Il est donc naturel d’essayer de les construire a partir de OA et OB.
Nous connaissons déja la réponse :

1@:@—0—1)4, YO € A.

On pense donc naturellement a la généralisation de la proposition 2.3.2.

Proposition 2.3.5. Pour \i,..., A\, € R tels que A\ + -+ A\, =0, le vecteur
— o
w=MOP, + -+ 0P, € A (2.2)
est indépendant du choix du point O.

Démonstration. La preuve est similaire a celle que nous avons déja vue plus haut. Si O’ est un
autre point de A, on a

——
MO'PL+--- 4+ )\nO’Pn
= A\(OO +OF) + -+ + A, (0’0 + OF,)

ce qui suffit, vu I’hypothese. O

—
Définition 2.3.6. Si Aq,..., A, € R satisfont A\; +--- + A, = 0, alors le vecteur u = \{OP; +
<+ + AOP, (pour tout O € A) est noté \iP; + ...+ \.P;.

Il est important de pouvoir passer d’une écriture a I'autre, en “simplifiant”. C’est ’objet du
résultat suivant, qui insiste sur des propriétés qui découlent en fait directement de la définition
des combinaisons affines.

Proposition 2.3.7. Si A\; + .-+ X\, = 1, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A= MNP+ + MNPy ;

2. Pour tout O € A onaO—jﬁl:/\lOﬂﬂ—i—---—l—)\nO—}P,@;

3. Il existe O € A tel que O—z>4 = /\10—]31> + e +)\nO—Pn>.
Démonstration. Montrons que la premiere assertion im@ue la deuxiﬂ. Par définition, si
A=MP +---+ NPy, on a pour tout O, A = O + \{OP; + --- + A, OP,. Mais puisqu’on a

aussi A = O + OA, on peut conclure par la proposition 2.1.4. La deuxiéme assertion implique
visiblement la troisieme. La troisieme implique

— e — S
A=04+0A=0+MOP, + -+ MOP, =P +---+ N\ Py,
ce qui termine la preuve. O

Voici la propriété similaire quand la somme des coefficients est nulle.

Proposition 2.3.8. Si A1 + -+ A\, =0, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Onau=MP1+ -+ MNPy ;
2. Pour tout O €¢ A onauzklaﬁ+~--+)\nO_>Pn;
3. Il existe O € A tel que u = /\10—]31> 4+t )\nO—>Pn.

Démonstration. La preuve découle directement de la définition 2.3.6. O
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Ces deux propositions permettent d’énoncer des regles de calcul pratique pour les combinai-
sons du type APy + -+ 4+ A\, Py.

On peut manipuler de telles combinaisons pour autant que l'on s’assure que le résultat a
toujours un sens, c’est-a-dire que la somme des coefficients soit toujours soit 0, soit 1.

Si on prend soin de n’avoir que des sommes de coefficients égales & 0 ou a 1, on peut toujours
se ramener a une propriété des vecteurs en utilisant les propositions précédentes.

On peut remarquer également que si on voulait écrire un résultat avec une somme des
coefficients inadmissible, c’est-a-dire différente de 0 ou 1, il suffit pour la rendre admissible de
diviser chaque coefficient par leur somme, comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 2.3.9. Soient A, B, C, D quatre points de ’espace affine A. Siona D =A+ B — C,
alors on a également D — A = B — C, c’est-a-dire AD = C'B. On ne peut cependant pas écrire
D+ C = A+ B, car la somme des coefficients des combinaisons dans chaque membre vaut 2.
On divise alors chaque coefficient par 2 et on peut écrire %D + %C = %A + %B , qui a un sens
géométrique, et qui est équivalente a la premiere égalité.

Si vous souhaitez justifier ces calculs, vous considérez un point O quelconque, écrivez des
vecteurs liés en O, et effectuez les mémes transformations d’équations.

Terminons cette section par deux résultats concernant l'interprétation et le calcul des bary-
centres. Le premier est bien connu et son interprétation physique est évidente.

Proposition 2.3.10. Si A\; +---+ A\, =1, alors on a Q = Y_i" 1 \iP; si, et seulement si, on a
> it )\i@ = 0.

Démonstration. On utilise simplement la proposition 2.3.7 avec O = Q. O

A titre d’exemple, on peut considérer les point A et B d’un espace affine et leur associer les
poids % et % Le barycentre est alors M = %A + %B . Ceci est équivalent a %]\ﬁl + %]\ﬁ = 0.

On sait aussi en physique que ’on peut calculer le centre de masse d’un systéme par étapes.
En mathématiques, ce fait se généralise, mais il faut étre prudent sur les sommes de coefficients,
qui peuvent s’annuler, car on accepte des coefficients négatifs.

Proposition 2.3.11. Si > " N\ = 1, si Pi,..., P, sont des points de A, et si m < n est tel
que a =Y. A\ & {0,1}, alors on a

n
Z NP, =aBy + (1 — Oz)Bg,

=1
V By =", %P, et By=Y", 1 2L P
o0U D1 = 2 j=1 5 t%i €0 D2 = 2 j=m+1 T-gLi-

Démonstration. Utilisons encore la proposition 2.3.7 : on a A = Y"1 ;| \; P; si, et seulement si
H n
04 =3"\0PB
i=1

ol O est un point de A. Mais on a

S AOP = oY, 20+ (1—a)( Y - OP) = aOB, + (1 — a)OBs,
i=1 i-1 i=m+1l
toujours en utilisant la méme proposition 2.3.7. On obtient ainsi le résultat annoncé. ]
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2.4 Variétés affines

Les variétés affines sont aux espaces affines ce que les sous-espaces vectoriels sont aux espaces
vectoriels. Elles sont d’ailleurs parfois appelées sous-espaces affines. Elles sont les généralisations
des droites et plans que vous avez déja rencontrés dans I’enseignement secondaire. Nous adoptons
naturellement une définition similaire & celle des sous-espaces vectoriels.

Définition 2.4.1. Soit A un espace affine. Une variété affine de A est un sous-ensemble non
vide ¥V C A qui contient les combinaisons affines de ses éléments.

Voici quelques exemples simples.

— Dans A=R?,V = {<y> :x + 2y = 1} est une variété affine ;

— Dans tout espace affine A, si A,B € A, {(1—A)A+ AB: X € R} est une variété affine;

— Dans tout espace affine A, les singletons A sont des variétés affines.
La proposition suivante donne un exemple fondamental, parce que d’'une part il fournit toute
une famille d’exemples, et d’autre part, il donne naissance a la notion de sous-espace vectoriel
directeur, qui donne un lien étroit entre variétés affines et sous-espaces vectoriels, que nous
utiliserons intensivement pour écrire des équations cartésiennes.

Proposition 2.4.2 (Exemple fondamental). Si P est un point de A et si F' un sous-espace

vectoriel de Z, alors
V=P+F={P+4+u:uckF}

est une variété affine de A.

Démonstration. L’ensemble V n’est pas vide puisqu’il contient P. Soient maintenant P, = P+u,,
i < n et \; des coefficients tels que Y"1 ; \; = 1. Montrons que le point Q = >_i*; A\; P; appartient
aV.0Ona

Q=P+PO=P+S \NPB=P+Y \u.
=1 =1

On arrive a la conclusion puisque Y i ; A;ju; appartient a F'. O

Passons a une caractérisation des variétés affines, qui montre que toute variété affine est de
la forme P + F', pour un certain P et un certain F'.

Proposition 2.4.3. Soit V une variété affine de A et P un point de V. L’ensemble
Ve =1{PQ:QeV)

est un sous-espace vectoriel de E. On a X € V si, et seulement si, ]?Xz € Vp et aussiV = P+Vp.
De plus, Vp est l'unique sous-espace vectoriel ayant cette propriété. Enfin, Vp est indépendant

du choixz de P dans V.

Démonstration. Pour démontrer que Vp est un sous-espace vectoriel, il y a trois conditions a
vérifier.
— L’ensemble Vp contient le vecteur nul car ﬁ =0. .
— Soient uﬂ)ug deux éléments de Vp. Il existe ()1, Q2 dans V tels que u1 = PQ1 = Q1 — P
et up = PQo = Q2 — P. On a alors u; +wus :Ql—P—i-QQ—P:P-Cj siQ =Q1+Q2—P.
Le point () ainsi défini est dans V, donc u1 + us aw‘cient a Vp.
— Soit ug € Vpet A € R. Il existe Q1 € V tel que u = PQ1 = Q1—P. Alors Au = A\Q1—\P =
PQ si Q = M@ + (1 — X\)P. Ce point est encore dans V puisque c’est une combinaison
affine de deux points de V.
Ensuite, par définition, on a P—X2 € Vp si, et seulement si il existe Q € V tel que P—)(k = 1@
Cette derniere égalité est équivalente a X = (). On a donc PX € Vp si, et seulement si il existe

QeVtel que X = Q.
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On a X € P+ Vp si, et seulement si il existe u € Vp tel que X = P + u. Dans ce cas u ne
peut-étre que P—X2 . On a donc X € P+ Vp si, et seulement si PX € Vp. Par le point précédent,
cette condition est encore équivalente a X € V.

Si V'’ est un autre sous-espace vectoriel satisfaisant V = P + V’, alors pour tout u’ € V', on
a P+u €V, donc il existe u € Vp tel que P+« = P + u. Donc v/ = u et ' appartient a Vp.
On a donc V' C Vp et par symétrie Vp C V.

Sﬁ) P’ un autre point de V. %montrons que Vpr = Vp. Soit u € Vpr. 1l existe Q € V tel que
u= P'Q. Alorson a u = ]@ — PP’ et u appartient & Vp. Donc on a Vpr C Vp et par symétrie,
Vp C Vpr. ]

Définition 2.4.4. Si V est une variété affine, le sous-espace vectoriel défini par la proposition
précédente est le sous-espace vectoriel directeur de V. On le note V.

Remarque 2.4. On aurait pu aussi naturellement poser 7 = {ﬁ : A, B € V}. Je vous laisse
comme exercice de montrer que les deux définitions coincident.
En calculant le sous-espace vectoriel directeur de ’espace affine A, on obtient bien j =F.

Avant d’aller plus loin, voici quelques points de vocabulaire.

Définition 2.4.5. Un espace affine A est de dimension n si ’espace vectoriel E sur lequel il est
modelé est de dimensjon n. On note alors dim A = n. La dimension d’une variété affine ¥V de A
est la dimension de V. On la note dim V. Une droite est une variété affine de dimension 1. Un
plan est une variété affine de dimension 2 (si dim.A > 2). Un hyperplan est une variété affine de
dimension n — 1, si dim A = n.

Rappelons maintenant, a titre d’exemple, le cas particulier des droites et des plans, que
vous connaissez bien. Attention cependant : nous sommes dans un espace affine de dimension n
quelconque. La premiére proposition ci-dessous est un axiome célebre de la géométrie d’Euclide.
Nous le démontrons. Ce n’est pas contradictoire, puisque nous avons adopté une autre démarche
que celle que vous avez vue dans ’enseignement secondaire.

Proposition 2.4.6 (Droite déterminée par deux points). Soit A un espace affine de dimension
n > 1, et soient A, B € A, distincts. Il existe une unique droite d (notée AB) qui contient A et

B, on a 7 :>E< La droite AB est ’ensemble de toutes les combinaisons affines de A et B.
De plus, si P et Q sont deux points distincts dans AB, alors AB = PQ.

Démonstration. Si d est une droite contenant A et B, alors on peut écrire d = A + 7, par la
proposition 2.4.3, et on a zﬁ € 7 On a donc YAB(C d . Ces sous-espaces vectoriels ayant la
méme dimension (& savoir 1), ils sont égaux. Donc le seul choix possible est d = A—i—)ﬁ (, qui

heureusement convient. On a donc prouvé l'existence et 1'unicité de d et caractérisé 7 On a
aussi

AB = APVAB(={A+ MB:AeR} = {(1- NA+AB: A€R}).

Enfin, si P et Q appartiennent a AB, alors AB est une droite contenant P et (). Mais P() est
I'unique droite contenant PQ. On a donc PQ = AB, vu 'unicité. O

Remarque 2.5. Tout vecteur non nul u de 7 est appelé un vecteur directeur de d car si u est un
tel vecteur, on a d =)u(.

La proposition précédente se généralise au cas des plans.

Proposition 2.4.7 (Plan déterminé par trois points). Soit A un espace affine tel que dim A > 2,
et soient A, B,C € A, non alignés.t Il existe un unique plan (encore noté ABC') qui contient
A, BetC.Ona™ :)ﬁ,ﬁ<: {)\B + ,uﬁ : A, € R}, De plus m est l’ensemble des

combinaisons affines de A, B et C.

f. Des points sont alignés s’ils appartiennent & une méme droite.
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que A # B, sinon A, B, C seraient alignés. De plus
ona(C e AB = A—i—)ﬁ ( si et seulement si ﬁ est multiple de AB. Par hypothese, ce n’est pas

le cas et on a dlm()zﬁ,ﬁ() = 2. On procede alors comme plus haut : si m contient A, B, C,
alors on écrit 7 = A+ 7 et on a E €T et B e 7, donc >E7/ﬁ<c 7. Ces sous-espaces

ayant la méme dimension, ils sont égaux, et on a nécessairement
7w = AVVAB, ACY.

Ce plan convient et 7 a la forme annoncée. Enfin, on a
7= APVAB, AC (= {A+ MAB + pAC : M € RY = {(1 = A — p) A+ AB + uC : A\, € R},
ce qui achéve la preuve. ]

L’idée qui vient d’étre développée dans les propositions précédentes est de définir une variété
affine par un ensemble de points qu’elle doit contenir. Elle est généralisée par la définition
suivante, qui est également similaire a la définition que nous avons posée pour les enveloppes
linééaires dans le cas des espaces vectoriels.

Définition 2.4.8. Soient Pi,..., P, € A. L’enveloppe affine de P,..., P, est I’ensemble de
toutes les combinaisons affines de ces points. On la note )Py, ..., P-(4.

Comme toujours, nous prouvons que cet ensemble a les propriétés adéquates.

Proposition 2.4.9. Soient A un espace affine et Py,...,P. € A. Alors, on a )Py,...,P(4=

- T
Pi+)P\ Py, ..., PiP.{. L’enveloppe affine )P, ..., P.(4 est une variété affine qui est incluse dans
toute variété affine contenant Py, ..., P.. On a de plus

dim) Py, ..., Po(a= dim) P Py, ..., PLPL.
Démonstration. On a )Py, ..., P.{4C P1+>P1—P2>, . ,]TP:( En effet, si A\ +---+ A\, = 1, alors
MPL A+ 4+ AP = P+ (MPIP, + -+ MPLP) = P+ (\PiPs+ -+ \PL D).
Pour 'autre inclusion, on note que pour tous p1,...,u, € R, on a
P1+(u21TPz>+-~+urP—R~>) =1 —p2—-—pr)Pr+ 2P+ + pr Pr.

L’enveloppe affine des points P, ..., P, est donc une variété affine (voir 'exemple fondamental)
et on a également son sous-espace vectoriel directeur et sa dimension. Elle est incluse dans toute
variété affine qui contient Py, ..., P,, par définition. ]

— —
La dimension de )Py Py, ..., Py P.( étant égale au nombre de vecteurs linéairement indépen-
dants parmi P, P, ..., PP, il est naturel de poser la définition suivante.

Définition 2.4.10. Des points Pi,..., P, d'un espace affine sont affinement indépendants si
(P1 Py, ..., P P,) est une famille linéairement indépendante.

On peut montrer que les points Py, ..., P. sont affinement indépendants si aucun de ces
points n’est combinaison affine des autres. Ainsi, un point P est affinement indépendant. Deux
points distincts sont affinement indépendants, ainsi que trois points non alignés ou quatre points
non coplanaires.
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2.5 Intersection et parallélisme de variétés affines

Vous avez déja étudié les positions relatives des droites et des plans en dimension 2 et 3. Ces
positions sont, dans le contexte affine, définies par l'intersection et le parallélisme. Nous allons
comme d’habitude poser les définitions générales et les particulariser en dimension 2 et 3, pour
vérifier qu’elles coincident avec I'intuition que nous en avons. En ce qui concerne 'intersection,
nous n’avons pas besoin de définition autre que celle que nous connaissons déja, puisque les
variétés affines sont des ensembles.

Proposition 2.5.1. L’intersection de deux_i;amﬁés affines V1 et Vs est soit vide soit une variété
affine. Dans le second cas on a V1 N Vy =V N Vs.

Démonstration. On doit prouver une alternative. On suppose donc qu'un des cas n’est pas vrai
et on prouve que I'autre I’est. Si V1 N Vs n’est pas vide, cet ensemble contient visiblement les
combinaisons affines de ses éléments, donc c’est une variété affine.

Soit P € ViNVs. On a u € V1 NV, si et seulement si il existe Q € V1_>ﬂ Vs tel que u = 1@
Dans ce cas, on a @ € V; et donc u € Vi, et pour la méme rais_c;n u € Vo. Réciproquement, si
u € V1 NV, alors Q = P + u est dans V; car u appartient a ) et pour la méme raison on a

—
Q@ € Vs. Donc u = P(Q) pour un Q € V1 N Vs, et finalement u € V; N Vs. O

En ce qui concerne le parallélisme, puisque la “direction” d’une variété affine est intuitivement
donnée par son sous-espace vectoriel directeur, 'intuition commande de poser que des variétés
affines sont paralleles si elles ont le méme sous-espace vectoriel directeur. Cependant, cette
définition est trop restrictive puisqu’elle ne permet pas de traduire le parallélisme de variétés
affines de dimensions différentes.

= = = =
Définition 2.5.2. Deux variétés affines V; et Vo sont paralléles si Vi C V5 ou V5 C Vi. On note
alors Vy J/ Vs.

Voici la représentation graphique a laquelle vous étes habitués, du parallélisme d’une droite
et d’'un plan (ou d’une variété affine de dimension supérieure).

A A e Vi E

Vs

Les propriétés qui lient en général I'intersection et le parallélisme sont assez naturelles. Nous les
regroupons dans le résultat suivant.
Proposition 2.5.3. 1. SiViNVy #£ & et Vi // Vs alors Vi C Vo ou Vo CVy ;

2. Sidim V) = dim Vs, alors V1 // Vs si, et seulement si ]71> = )7; ;

3. SidimV; =dim Vo, V1 // Vo et Vi N Vo # &, alors Vi = Vs ;

4. Soient V une variété affine et A € A. Il existe une unique variété affine V4 satisfaisant

les conditions A € Va, Va//V et dimVy = dim V.

Remarque 2.6. Le dernier point est une généralisation du plus célebre axiome d’FKuclide qui,
dans notre approche, n’en est évidemment plus un.

Démonstration. Soit P un point de Vi N Vs et supposons, sans perte de généralité, qu’on a
I'inclusion V; C Vs. Si Q appartient a Vq, alors PQ € V1, donc P(j €EVs et Q € Vs.
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Si les variétés sont de méme dimension, il en est de méme pour leurs sous-espaces vectoriels
directeurs, et I'inclusion des ces sous-espaces qui traduit le parallélisme est alors équivalente a
leur égalité.

On démontre le troisiéme point comme le premier, mais on a deux inclusions pour les sous-
espaces vectoriels, donc deux inclusions pour les variétés affines.

Enfin, si V4 est la variété affine cherchée, on peut écrire V4 = A + ]7;1}, mais on a ]7,—: = ?
Donc on a nécessairement V4 = A+ V. On constate que cette variété affine répond bien a la
question. ]

2.5.1 Positions relatives de droites en dimensions 2 et 3

Nous dirons que deux droites sont sécantes si leur intersection est un singleton®. On a alors

en dimension 2 le résultat bien connu®.

Proposition 2.5.4. Soit A un espace affine de dimension 2. Deux droites de A sont soit pa-
ralléles soit sécantes.

Démonstration. Supposons que les droites dy = A+)u( et do = B+)v( ne soient pas paralléles.
Alors les vecteurs u et v sont linéairement indépendants et on a =)u,v(. On peut donc
décomposer

E:)\u—i-;w,

ol A et u sont des nombres réels. On a donc
B —pv=A+ \u.

Le membre de droite définit un point P de d; tandis que le membre de gauche définit un point
de do, donc l'intersection des droites dy et do n’est pas vide. Enfin, si d; Ndy contenait un autre
point (), alors on aurait d; = do = PQ), et d; serait parallele a d». ]

Passons maintenant aux positions relatives de droites en dimension 3. La situation est en
fait plus simple.

Définition 2.5.5. Dans un espace affine A de dimension trois, deux droites sont gauches si elles
ne sont ni paralléles, ni sécantes.

Puisque en vertu de la proposition 2.5.3, des droites ne peuvent pas étre a la fois sécantes et
paralleles, on a par définition trois cas exclusifs pour la position de deux droites en dimension 3 :
elles sont soit paralleles, soit sécantes soit gauches. Il est cependant utile de pouvoir déterminer
dans quel cas on se trouve quand les droites sont données par un point et un vecteur directeur.
C’est 'objet du résultat suivant.

Proposition 2.5.6. Soit A un espace affine de dimension trois et deuzr droites dy = A+)u(,
dy = B+)v(.
1. On a dy//ds si, et seulement si, la famille (u,v) est linéairement dépendante ;
2. Les droites dy et da sont sécantes si, et seulement si, (u,v) est linéairement indépendante
et (u,v, /@) est linéairement dépendante ;

3. Les droites dy et dy sont gauches si, et seulement si, la famille ('LL,’U,E) est linéairement
indépendante.

Démonstration. Si (u,v) est linéairement dépendante, alors les vecteurs (non nuls) u et v sont
multiples I'un de lautre, et on a Yu(=)v(, donc les droites sont paralléles.

Réciproquement, si les droites sont paralleles, alors u(=)v(, et par exemple u est multiple
de v, et finalement (u,v) est linéairement dépendante.

g. Rappelons qu’un singleton est un ensemble qui contient exactement un élément.
h. Attention, dans ce cours, c’est une proposition, pas une définition du parallélisme.
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Traitons le deuxieéme cas, si (u, v) est linéairement indépendante et (u, v, @) est linéairement
dépendante, on déduit que E est combinaison linéaire de u et v et on montre, comme dans la
proposition 2.5.4 que d; et dy ont un point en commun. Elles ne peuvent avoir plus d’un point
en commun, sinon elles seraient égales et donc paralleles, et (u,v) serait une famille linéairement
dépendante.

Réciproquement, si les droites sont sécantes, elles ne sont pas paralleles, donc la famille (u, v)
est linéairement indépendante. Si les droites ont le point P en commun, alorsona P = A+ A\u =
B + pv pour des nombres A, u € R. On a donc E = \u — pw, ce qui suflit.

Enfin, les droites sont gauches si, et seulement si, elles ne sont ni sécantes ni paralléles, ce
qui régle le troisiéme cas. O

Passons maintenant aux positions relatives de deux plans et d’une droite et d’un plan. Les
démonstrations sont similaires a celles qui viennent d’étre faites et je les laisse donc comme
exercice.

Proposition 2.5.7. Dans un espace affine A de dimension 3, si deux plans ne sont pas paral-
léles, leur intersection est une droite.

Proposition 2.5.8. Soit d une droite et m un plan dans un espace affine de dimension 3. Soit
d et w sont paralléles, soit leur intersection est un singleton.

2.6 Repeéres et coordonnées

Nous savons que dans un espace vectoriel de dimension finie, le choix d’une base permet
d’associer & tout vecteur un n-uple de nombres, un élément de R™. Cette correspondance linéaire
identifie I’espace vectoriel abstrait & R™. On se propose d’étendre cette construction aux espaces
affines de dimension finie. L’idée est extrémement simple : si A un espace affine de dimension n,
une fois que 'on s’est fixé un point O € A comme origine, chaque point P définit un vecteur lié
en O (a savoir (O, P)) qui correspond lui méme au vecteur OP de A. Puisque Z est un espace
vectoriel, il n’y a plus qu’a y fixer une base pour obtenir un n-uple de nombres a partir du point
P.

Définition 2.6.1. Un repére R de A est un couple (O, B) ou O est un point de A appelé origine

du repeére et ou B est une base de j appelée base du repere.
Les coordonnées d’un point P quelconque de A dans le repére R sont les composantes de
OP dans B. On les note Cr(P).

Remarque 2.7. Afin de ne pas alourdir ’exposé, et pour permettre des notations faciles dans
les calculs, nous utiliserons parfois la notation P : (p1,...,ps)"~ pour indiquer que X admet les
coordonnées (p1,...,pn)"~ dans le repére donné.

Nous avons construit la notion de repere pour que le passage aux coordonnées soit une
bijection. Il n’est pas inutile de le montrer explicitement.

Proposition 2.6.2. Soit un repére R = (O, (b1,...,by,)) d’un espace affine. Alors P admet pour
coordonnées (p1,...,pn)~ dans R si, et seulement si

P=0O+4pib1 + -+ puby. (2.3)
En particulier, le passage aux coordonnées dans R définit une bijection Cr de A dans R™.

Démonstration. Par définition, P admet pour coordonnées (p1, . ..,p,)"~ dans R si, et seulement

si O? admet pour composantes (p1,...,pn)~ dans B. Par définition des composantes dans une
base, ceci est équivalent a la relation

O—}>’=p1b1+"'+Pnbm

qui est, comme nous le savons, équivalente a la relation de 1’énoncé. ]
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Dans les espaces vectoriels, nous avions montré que le passage aux composantes dans une base
donnée est une application linéaire. Dans le cadre des espaces affines, la notion de combinaison
linéaire n’est plus définie, mais nous avons défini deux facons de combiner des points pour
former de nouveaux objets géométriques. Les propositions suivantes, qui sont fondamentales
pour pouvoir mener des calculs dans les espaces affines, montrent que le passage aux coordonnées
se comporte bien vis a vis de ces constructions.

Proposition 2.6.3. Soit R = (O, B) un repére d’un espace affine de dimension n. L’application
Cr est affine : on a

T '
CR()_AP) =) ACr(P)!
i=1 i=1
pour tous points Py, ..., P, de A et tous \i,..., A\, € R tels que Y i1 A = 1.

Démonstration. Par définition du passage aux coordonnées, on a
Cr(P) = C5(0P),

pour tout P € A. Soit maintenant P = >-?_; \; P;. Par définition des combinaisons affines, cela
signifie que

P=0+Y\O0P,
=1

ou encore

OP =3 \OP.
i=1
On a donc finalement
r r p
Cr(P) = Cs(OP) = Cs(3. MOP) = S ACs(0P) = 3. ACr(P),
=1 =1 =1

en utilisant la linéarité de Cg. On obtient ce qui était demandé. O
Passons maintenant a la proposition analogue pour les composantes de vecteurs.

Proposition 2.6.4. Soit R = (O, B) un repére d’un espace affine de dimension n. On a
Cs(>_AiP) =) ACr(P)
i=1 i=1

pour tous points Py, ..., P. de A et tous A\1,..., A\ € R tels que >;_; \i = 0.

Démonstration. La preuve est analogue a celle de la proposition précédente. Ecrivons-la pour
étre complets. Par définition de la combinaison > ;_; A\;F; quand Y°;_; A; =0, on a

S AP =S A\OP.
=1 =1
Deés lors on a
Cs(3 NP = Ca(3. NOP) = S ACs(0P) = 3. ACr(Py),
i=1 =1 i=1 =1

ce qui termine la preuve. O

Voici quelques exemples.

i. On peut retenir que les coordonnées d’'une combinaison affine sont la combinaison affine des coordonnées.
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Exemple 2.6.5. Soit un espace affine A de dimension 2, muni d’un repere R = (O, (b1, b2)).
Soient les points A et B définis par leurs coordonnées dans R : A : (1,2)~ et B : (5,8)™. alors
le milieu de [A, B] a pour coordonnées (3,5)™ dans le repére R. En effet, le milieu de [A, B] est
par définition %A + %B, et a donc pour coordonnées %(1, 2)~ + %(5, 8)~. De la méme maniere,
le vecteur ﬁ a pour composantes (4,6)~ dans (b1, ba), puisque @ =B - A.

Exemple 2.6.6. Soit un espace affine A de dimension 3, muni d’un repeére R = (O, (b1, ba, b3)).
Si dans ce repere, on a

1 -2 3
A: 12|, B:|3 ]|, C:|—-4

3 1 2

alors le centre de gravité du triangle ABC a pour coordonnées
3 3 3 1 3 2 2

Inutile donc, pour calculer le centre de gravité, de calculer ’équation des médianes et de résoudre
un systeme d’équations pour obtenir les coordonnées (comme nous allons le voir dans la section
suivante).

Pour terminer cette section, nous examinons 'effet d’un changement de repére sur les coor-
données d’un méme point. On considere donc des reperes R et R’ de A et P un point de A. On
se demande quels sont les liens entre les coordonnées de P dans le repére R et ses coordonnées
dans R’.

Proposition 2.6.7. Les coordonnées (x1,...,x,)"~ et (2},...,2)~ d’un méme point P de A

A dans des repéres R = (O; (b1,...,by)) et R' = (O'; (b}, ..., b)) sont liées par les formules

x1 ) o} ) x1 o1

=App| |+ | et =4 | |+
/ /

T, x - xl

n ()

Tn On

Les matrices App et A g sont les matrices de changements de base entre B et B'. De plus,

/

(01,...,0,)"~ sont les coordonnées de O dans R et (of,...,0})~ celles O" dans R.

Démonstration. Commencons par la premiere formule. On veut calculer les coordonnées de P
dans le repere R. On applique la définition,

Cr(P) = C5(OP) = Cs(00 + O'P) = C5(00") + C5(O'P).

—
Par définition, C(OO") vaut Cr(O’) et on peut appliquer la formule de changement de base

pour obtenir
/ /
Cs(O'P) = Ap 5Cs (O'P) = Ap' sCr: (P).

La deuxiéme formule est obtenue en échangeant les roles de R et R’. 0

2.7 Equations de variétés affines

Dans le cadre des espaces vectoriels, nous avons vu comment caractériser un sous-espace vec-
toriel quelconque a partir d’équations paramétriques ou cartésiennes. Le but de cette section est
de transposer ces résultats dans le cadre des espaces affines, munis d’un repére, pour caractériser
les variétés affines.

On considere donc un espace affine A de dimension n, muni d’un repére R = (O;B), ou
B = (by,...,b,) est une base de j, une variété affine V = Py+ V. On se donne les coordonnées
de Py dans R : (p1,...,pn)"~.

On souhaite obtenir des équations qui caractérisent V en termes des coordonnées de ses
points. Il y a donc deux questions.
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1. Obtenir une description constructive des coordonnées des points de V, a l'aide de para-
metres (des équations paramétriques) ;

2. Obtenir des conditions (nécessaires et suffisantes) exprimant qu'un point P est dans V
(des équations cartésiennes), a partir de ses coordonnées.

Le résultat fondamental pour se ramener aux sous-espaces vectoriels a déja été démontré. Vu
son caractere fondamental, je le rappelle ici.

Proposition 2.7.1. Ona PV =Fy+ 7 si, et seulement si PO?’ € 7
On obtient comme conséquence directe la description paramétrique des variétés affines.

Proposition 2.7.2 (Equations paramétriques cartésiennes). Soit A un espace affine muni d’un

repére (O, B), V une variété affine et Py un point de V. Si 7 =)ui,...,uy( et si les composantes

de u; (i < p) dans B sont (w1,...,un;)"~ alors P: (z1,...,2,)" est dans V si, et seulement si,
T1—p1 = Aurit-o+Apuiy
I, .. Ay ER: : (2.4)
Tpn —Pn = )\lun,l + -+ /\pun,py

ot Py : (p1,...,pn)~ dans (O, B).

Exemple 2.7.3. dans un espace affine de dimension 3 muni d'un repere, si A : (1,2,3)~ et
B:(6,3,7)™ alors

r—1 = 5B\
X:(r,y,2)" € AB&INeER: S y—2 = A
z—=3 = 4\

On peut donc écrire des équations paramétriques de toute variété affine dans un repere, a
condition d’en connaitre un point et suffisamment de vecteurs directeurs. Passons maintenant
au cas des équations cartésiennes. Il n’est pas inutile d’en rappeler une définition.

Définition 2.7.4. Des équations cartésiennes de la variété affine ¥V dans le repére R sont des
conditions nécessaires et suffisantes sur les coordonnées d’un point P dans le repére R pour qu’il
soit dans V.

Il suffit, pour obtenir des équations cartésiennes dans un repere donné, d’éliminer les para-
metres dans des équations paramétriques cartésiennes. La méthode est rigoureusement identique
a celle employée pour les sous-espaces vectoriels. On obtient donc directement le résultat suivant.

Proposition 2.7.5. Soit une variété affine V telle que T} =)ut,...,up( et Py un point de V

de coordonnées Xo = (p1,...,pn)"~. Si les composantes de u; dans B sont U = (w14, ..., Uni)",
alors un point P de coordonnées X = (x1,...,x,)" est dans V si, et seulement si,

rg(Ur, ..., Up) =1g(Ui,...,Up| X — Xop). (2.5)
Cette méthode générale s’applique que uy, ..., u, soient indépendants ou non.

Comme dans le cas des sous-espaces vectoriels également, on peut compter les équations
indépendantes fournies par (2.5) et on obtient un résultat similaire.

Proposition 2.7.6. Soit A un espace affine de dimension n et R = (O;B) un repére. Toute
variété affine de dimension p admet dans R des équations cartésiennes formant un systéme
linéaire de rang n — p.

De plus, en comparant avec les équations de ? obtenues dans le cadre des espaces vectoriels,
on peut passer des équations de V dans B a celles de V dans R, et vice-versa :
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Si dans B, ? admet des équations cartésiennes

a1+ +aipyn = 0

ap1Y1 + -+ apnlYn = 0

(ou AY = 0 dans ’écriture matricielle naturelle), alors ¥V admet dans R les équations

al,l(ml - pl) + -+ al,n(xn - pn) =0
: R
ap,l(xl - pl) +-- 4+ ap,n(xn - pn) =0
ou encore AX = AXy, ou Xg = (p1,...,pn)" est le vecteur de coordonnées d’un point P de V.

On peut évidemment parcourir le chemin en sens inverse : si dans R = (O, B), une variété
affine V admet les équations

a11r1 + -+ arpr, = b

ap1T1+ -+ appty = by
alors son sous-espace vectoriel directeur admet, dans B, I’équation

arayr+- -+t ainyn = 0

apiyr+---+appyn = 0

Remarque 2.8. En regle générale, on ne change pas le nom des inconnues. Je ’ai fait ici pour
bien marquer que dans un cas, les nombres z1,...,z, représentent les coordonnées d’un point
dans un repere, tandis que les nombres yi,...,y, représentent les composantes d’un vecteur
dans une base (la base associée au repere).

Plus généralement, si on a des équations d’un certain type, on peut en déduire que ’ensemble
des points dont les coordonnées sont solutions est une variété affine et en calculer la dimension.
La démonstration est technique (et relativement simple). Je vous en fais grace.

Proposition 2.7.7. Dans un espace affine A de dimension n, l’ensemble V des points P de
A dont les coordonnées X = (x1,...,x,)~ dans R satisfont un systéme d’équations linéaires
compatible AX = B est une variété affine de dimension n —rg(A), dont le sous-espace vectoriel

directeur V¥ admet pour équations AX =0 (dans B).

Voici maintenant deux exemples :
e Dans un espace de dimension 6 muni d’un repere, le systéme d’équations

T+ 210 — 23 =3
201 — x4+ a5 =1

détermine une variété affine de dimension 4. Le sous-espace vectoriel directeur 7 admet
pour équations

1+ 229 —x3=0
201 — x4+ 25 =0

e Dans un espace de dimension 3 muni d’un repere, le systéme d’équations

T+ 210 —x3 =3
201 — 2o+ a3 =1

détermine une droite.
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Comme dans le cas des espaces vectoriels, nous nous attardons plus longuement sur le cas des
droites et des hyperplans, puis nous passerons en dimension 2 et 3.

Proposition 2.7.8. Dans un espace affine A de dimension n muni d’un repére R, une droite
d déterminée par un point Py : (p1,...,pn)"~ et un vecteur directeur u : (uy,...,u,)~ € d \ {0}
admet les équations cartésiennes

1i—pP1_  In—Pn
Uy Uy
stut Uy # 0. 87 u; =0 pour un i < n, alors
T1p1 G = ...= InPn
dE uy Un
.m:()

Cela fonctionne quand plusieurs composantes de u sont nulles.

Si la droite est donnée par deux points, on se rameéne au cas précédent, en notant que
AB = A+>ﬁ(. Passons maintenant au cas des hyperplans.

Proposition 2.7.9. Dans un espace affine A de dimension n, muni d’un repére R, un hyperplan

7 est déterminé par un point Py de coordonnées Xo = (p1,...,pn)~ et par n — 1 vecteurs
U1, ...,Un—1 (indépendants). Si les composantes de u; dans B sont Uy = (uij,...,un )™, alors
on a

WEdet(Ul,...,Un_l‘X—Xg) =0. (26)

Voici quelques exercices.

Exercice 2.7.10. Dans un espace affine de dimension. 3 muni d’un repére, déterminer une
équation cartésienne du plan

— 1 contenant A : (1,2,3)~ et de vecteur directeur vy : (—1,0,2)™ et vo : (1,1,1)~;

— w9 contenant les points A :(1,2,3)~, B: (-1,0,2)~ et C: (1,1,1)~;

— w3 contenant A : (0,3,2), B: (—1,1,2) et de vecteur directeur v : (1,1, 1).

2.7.1 Le cas des droites en dimension 2

Dans un espace affine A de dimension deux, une droite est également un hyperplan. On
a donc deux fagons équivalentes d’obtenir des équations cartésiennes. On se donne un repere
R = (0, (b1, b2)).

e La droite d = A+)u(, ot A : (a1,a2)™ et u: (u1,u2)™ admet pour équation cartésienne

r1—a1 U xr1 —al T2 — a2
d=det|"? ! =0 ou d= =
To — a2 U2 Uy U2

avec la convention habituelle, si ujus = 0.
e La droite AB, ot A : (a1,a2)™ et B : (by,b2)™ : B : (b1 — a1, by —az) admet pour équation
cartésienne

ABZd(ﬁ‘G(ml_al bl_“1>:0 ou ABEQEI_CLI—:EQ_GJ2

T2 — a2 bQ—ag bl—al b2—a2

avec la convention habituelle.
e Réciproquement, I’équation générale d’une droite est a1z1+agx2+b = 0 ((a1,az2) # (0,0)).
On peut alors déterminer les données géométriques associées a la droite :
1. On trouve les coordonnées de points et composantes de vecteurs directeurs en résol-
vant I’équation (la solution va forcément dépendre d’un parametre).

2. Le sous-vectoriel directeur a pour équation cartésienne aiy; + asys = 0.
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3. Un vecteur directeur est donné par (—ag,a).

Cela permet d’exprimer le parallélisme de droites dans le plan.

Proposition 2.7.11. Les droites d et d' définies par leurs équations d = ayx1 + aswo = b et

d = dz1 + abxe =V sont
a; a . ar @
rg ,1 ,2 = i.e. det ,1 ,2 =0
ayp A ay A

— paralléles si
ap az , ap az
=2 e .
rg (a,l a’2> 1.e. det (a,l a’2> #0

On peut également utiliser des résultats d’algebre linéaire pour obtenir I’équation du faisceau
de droites déterminé par deux droites sécantes d; et ds.

— sécantes si

Proposition 2.7.12. Soient les droites d = ajx1 + agxe = b et d' = ajxy + ahze = b sécantes
en P. Une droite d’ contient P si et seulement si elle admet pour équation

d" = Mayzy + agxo — b) + p(alzy + ahaxe — ) =0, (A p) € R?\ {(0,0)}.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que la condition que d” contienne l'intersection de d et d’
est équivalente au fait que la matrice

ar a9 b
ay ahy v
al af b

soit de rang deux. Cela équivaut encore, puisque les deux premieres lignes sont indépendantes,
au fait que la troisiéme ligne soit une combinaison linéaire des deux premieres. Cela conduit
directement au résultat. O

2.7.2 Le cas des droites en dimension 3

On se place dans un espace affine de dimension trois muni d’un repére R = (O; (b1, ba, b3)).
e La droite d = A+)u(, ou A : (a1,a2,a3)™ et u : (ui,u2,u3)™ admet pour équation carté-
sienne
T —a; u
1 1 1 Tr1 — aj o — a9 r3 — as

d=rg|lze—as us | =2 ou d= = =
u1l U2 u3

I3 — a3 u3

avec la convention habituelle, si ujususg = 0.
e La droite AB, ou A: (al,ag,ag)N et B : (bl,bQ,bg)N . on a E . (bl — al,bg — a2,bg — a3)

admet pour équation cartésienne

r1 — aq 9 — a9 Tr3 — as
AB = =

T bi—a1  by—as b3 —as

avec la convention habituelle, si un des dénominateurs au moins est nul.
e Réciproquement, I’équation générale d’une droite est

a1xr1 + asxo +asrs = b N a1 ay a
d={ gL R 3 D
alx]_ + a21’2 + a3l'3 == b al 2

Le sous-vectoriel directeur associé a pour équation (dans B) :

4=/ antayrtays = 0
T | iy tadye+akys = 0
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On trouve un point de d en résolvant complétement 1’équation de d, ou en coupant par un
plan (par exemple x3 = 0). On trouve un vecteur directeur en résolvant 1’équation de d .
Une solution non triviale est toujours donnée par

az a a; a a; a
u: | det ,2 f’ , — det ,1 }3 ,det ,1 ,1 .
Gy ag ap as ap G
Les positions relatives de deux droites sont déterminées en termes de leurs équations cartésiennes.

C’est 'objet de la proposition suivante.

Proposition 2.7.13. Soient les droites

d= a1r1 + asxro +agxrs = b et d = C1X1 + Cox2 + C3x3 =
T | djx +abxe +akxs = U T | dx1+has+ s = €
Posons

a1 ay as b

! ! ! /
ay as a b

A= 1 %2 =3 et B=

1 C2 C3 e
A & !

Les droites d et d' sont
— Paralléles confondues si, et seulement si, rg(A) = rg(A|B) = 2;
— Paralléles distinctes si, et seulement si, rg(A) =2 et rg(A|B) =3;
— Sécantes si, et seulement si, rg(A) = rg(A|B) = 3;
— Gauches si, et seulement si, rg(A|B) = 4, ou det(A|B) # 0.

2.7.3 Le cas des plans en dimension 3

On place encore dans un espace affine de dimension trois muni d’un repere (O; (b1, bz, b3)).

ai U1 U1
e Leplanm = A+)u,v(;ou A: |ag |,u: |uz | et v: | v2 | admet pour équation cartésienne
as u3 U3

Tr1—ap ur v
m=det | z9—as wuy v | =0.
T3 —asz uz U3

e Le plan 1 = ABC admet E et 1@ comme vecteurs directeurs et a donc pour équation

cartésienne
r1—a; bi—a1 ca—ar

ABC =det | z9—as by—as coa—as| =0
r3—az b3—az c3—as
Pour le plan 7 contenant A, B et dont un vecteur directeur u est donné (indépendant avec
zﬁ), considérer A, E et u, et faire comme plus haut.

e Réciproquement, un plan 7 en dimension trois admet une équation générale

a1x1 + asxs + azxs = b, (al, as, ag) % (0, 0, O). (2.7)

On trouve facilement des points de 7 en donnant des valeurs a deux des trois coordonnées.
On peut aussi résoudre : si par exemple a; # 0, alors (2.7) s’écrit

b -
n\ o (®) O (E) (=
ol =1 0| +x2 1 + a3 0
I3 0 0 1

On trouve ainsi un point et deux vecteurs directeurs.
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On a un résultat analogue a celui des droites en dimension deux.

Proposition 2.7.14. Les plans © = a1x1 + asxs + azxs = b et ©' = ajx1 + ahxe + ajzs =
sont
a; az asg
=1.
* ( d )

ay; ag as b o
e <a’1 ah al b’>_1’

e sécants, dans le dernier cas possible, selon la droite

e paralléles si et seulement si

e confondus si et seulement si

(2.8)

J= 1 QT tar tazry = b
T | diz1 +abas +abzs =V

On a encore un résultat d’algebre concernant les faisceaux de plans.

Proposition 2.7.15 (Faisceaux de plans). Un plan ©” contient d admettant ’équation (2.8) si
et seulement si il admet une équation du type

Mayzy + age + azxz — b) + p(ajxy + ahre + asrs — ) =0, (A, u) € R*\ {(0,0)}.

2.7.4 Deux problemes classiques

On se donne deux droites gauches d; et da, un point P (extérieur a d; et dy) et une droite ds.
Les faisceaux de plans et leurs équations permettent de résoudre d’un point de vue analytique
les deux constructions géométriques suivantes.

Proposition 2.7.16. Il existe une unique droite A qui coupe di et dy et qui contient P si
et seulement si aucun des plans déterminés par P et l'une des droites n’est paralléle a 'autre
droite. Cette droite est lintersection des plans m et mo déterminés par P et di et P et ds,
respectivement.

De la méme facon, on a le résultat suivant.

Proposition 2.7.17. Il existe une unique droite A qui coupe dq et dy et qui est paralléle d ds si
et seulement si dyi, do et ds ne sont pas paralléles a un méme plan. Cette droite est l'intersection
des plans w1 contenant dy et paralléle a dg et mo contenant do et paralléle a ds.

Ces situations se représentent comme suit.

dy
I

71

2

I
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Espaces vectoriels euclidiens

Jusqu’a présent, vous avez sans doute rencontré le produit scalaire, présenté comme unique,
dans dans le plan, I'espace, dans R? ou R3. Il est cependant nécessaire de généraliser cette
notion, et de pouvoir définir plusieurs produits scalaires. Cette notion n’est pas utile qu’en
mathématique. Citons par exemple le cas des variétés riemanniennes dont une généralisation
est utilisée en relativité générale, et qui sont des espaces ou un produit scalaire est associé a
chaque point, ou les espaces de Hilbert, qui généralisent également les notions élémentaires que
nous allons étudier et sont utiles pour formuler la mécanique quantique.

Dans I’enseignement secondaire, on mesure des angles entre demi-droites avec un rapporteur,
dans le plan. On généralise cette mesure a ’espace, tant bien que mal, en remarquant que deux
demi-droites sont toujours dans un méme plan. On considere également que les mesures de
distances sont des données, et cela permet de définir la norme de vecteurs. On en déduit les
propriétés de perpendicularité, pour finalement arriver au produit scalaire défini par la célebre
formule

uev=|ul|v| cos(f), (3.1)

ou 0 est 'angle entre les vecteurs u et v et ou |u| et |v| sont les normes de u et v.
Mais quel serait alors ’angle entre les deux matrices x et y définies par

1 2 -1 -1
)

De méme, quelle est la longueur de ces matrices ?

On constate que le produit scalaire défini par (3.1) encode toutes les informations concernant
la norme des vecteurs (en considérant § = 0) et les angles, une fois qu’on a les normes.

La solution consiste donc a partir du produit scalaire, que 1’on fixe comme on veut, pour
autant qu’il ait de bonnes propriétés, puis prendre (3.1) non pas comme la définition du produit
scalaire a partir des normes et des angles, mais comme une définition des normes et des angles
a partir du produit scalaire.

3.1 Les produits scalaires
Comme annoncé ci-dessus, on définit un produit scalaire par les propriétés qu’il doit avoir.
Définition 3.1.1. Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel F est une application
() EXE—=R:(z,y) — (z,y)

qui est
1. Symétrique : on a (x,y) = (y,x) pour tous z,y € E;

2. Bilinéaire : on a
(x+y,2) = (x,2) + (y,2), (x,y +2) = (z,y) + (z, 2),
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et
(Az,y) = Mz, y) = (2, \y),
pour tous z,y,z € F et tout A € R;
3. Définie positive : On a (x,x) > 0 pour tout x € E et (x,z) = 0 (si et) seulement si z = 0.
Un espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire est appelé espace vectoriel euclidien.

Comme premier exemple, nous généralisons a R™ le produit scalaire de R? et R? introduit
dans ’enseignement secondaire.

Exemple 3.1.2. Le produit scalaire préféré (encore appelé standard) de R™ est défini par

n
(T,y) =m1y1 + - + Tpyn = szyz

i=1
Vérifions que cette opération satisfait les conditions pour étre un produit scalaire.
1. Elle est symétrique puisque (y,z) = Y iy yiZ; ;

2. Elle est bilinéaire puisqu’elle peut étre exprimée sous la forme d’un produit matriciel :

Y1
<$7y>:($1)7xn) ;
Yn
3. Elle est définie positive puisque (x,z) = > 1 :c? ne peut étre nul que si x; est nul pour

tout ¢ < n.
Il y a cependant beaucoup d’autres exemples. En voici un assez simple.

Exemple 3.1.3. L’application suivante définit un produit scalaire sur R? :

X
<< 1) ) <y1>> = Tx1y1 + 222y2 + 2(21y2 + T2y1).
x2 Y2

En effet, elle est visiblement symétrique, elle est bilinéaire puisqu’elle peut étre mise sous forme

matricielle
o 7 2 Y1
<l’,y> - (l’l,l’Q) <2 2) <y2>

Enfin, elle est définie positive puisque

(z,x) = T3 4 223 + dw129 = 2(21 + 2)? + B2
ne peut étre nul que si ;1 = x2 = 0.

Voici un exemple concernant les matrices.
Exemple 3.1.4. L’application définie sur R} par
P
(A,B) =tr(B~A)= Y A;;Bij, VA, BER}
ij=1

définit un produit scalaire sur RP.
Je vous laisse le soin de le vérifier. Ce produit scalaire est le produit scalaire standard des
matrices (réelles).

Voici enfin un exemple avec un espace vectoriel de dimension infinie. Il vous servira en
deuxieme année.
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Exemple 3.1.5. Soit E = Cy([0,27]). On définit un produit scalaire sur E par

)= [ F@oaide, f.9€ Co(0,2x),

Remarque 3.1. 1. La notion de produit scalaire peut étre étendue aux espaces vectoriels com-
plexes, mais elle doit étre légerement modifiée pour conserver de bonnes propriétés.

2. L’opération définissant I’espace de Minkowski? est donnée par

T (1
1) 2
( ) ‘ ) = T1y1 + Toyo + T3ys — tt.
€3 Y3
t t'

Elle est bilinéaire et symétrique. Ce n’est cependant pas un produit scalaire puisqu’elle
n’est pas définie positive. On a en effet des vecteurs non nuls z tels que (x,z) = 0 et méme
des vecteurs x tels que (z,x) < 0. Cela donne lieu a trois types de vecteurs, mais ceci est
une autre histoire.

3.2 Normes de vecteurs, inégalités célebres et angles non orien-
tés

Dans cette section, nous considérons un espace vectoriel euclidien F, et nous nous donnons
un produit scalaire (-, -). Comme annoncé plus haut, ce produit scalaire donné nous permet de
définir la longueur des vecteurs.

Définition 3.2.1. La norme du vecteur x € E, encore appelée longueur ou module, est
|z = /(z, z).
Elle est encore notée ||z||.

Cette définition est licite puisque (x, z) > 0. Elle satisfait aussi la premiére propriété deman-
dée a une longueur, donnée dans la proposition suivante.

Proposition 3.2.2. Pour tout © € E et tout A € R, on a |A\x| = |\||z|]. On a |z| = 0 si, et
seulement si, x = 0.

Démonstration. On applique la définition : on a

|Ax| = \/<)\x,)\:p> = \/)\2<:B,:E) = A/ (z, ) = |A||z|.

Par définition du produit scalaire, on a |z| = 0 si et seulement si (z,x) = 0. Cette condition
équivaut encore a x = 0. O

Les deux inégalités qui suivent sont fondamentales. La premieére, celle de Cauchy-Schwarz, va
nous permettre de définir les angles (non orientés), tandis que la deuxiéme, celle de Minkowski,
nous permettra de définir les distances dans les espaces affines.

Proposition 3.2.3 (Cauchy-Schwarz). Pour tous x,y € E, on a
[(z, 9)| < |yl

L’égalité entre ces deux quantités a lieu si, et seulement si, x et y sont linéairement dépendants.

a. H. Minkowski (1864-1909), mathématicien germano-lithuanien. L’espace-temps qui porte son nom est le
cadre naturel de la relativité restreinte.
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Démonstration. Fixons z,y € E et traitons deux cas.
Si y = 0, par linéarité du produit scalaire sur le second facteur, on a (z,y) = 0 et I'égalité
est satisfaite. Dans ce cas z et y sont toujours linéairement dépendants et le résultat est prouvé.
Supposons y # 0 et considérons la fonction f qui a tout A € R associe f(A) = (z+ Ay, x+\y).
Il s’agit en fait d’une fonction du second degré :

FO) = Nly” + 2X\(z, y) + |2/
Cette fonction du second degré ne change pas de signe vu sa définition, donc on a
Az, y)? — 4fa?ly* <0
qui donne
(@, ) < |z[*lyl?,

et par suite, I'inégalité annoncée.

Passons maintenant au cas d’égalité, toujours dans le cas y # 0. Si x est multiple de y, on
vérifie directement qu’on a 1’égalité. Si on a ’égalité, le réalisant du trinéme du second degré

f est nul. 1l existe donc A\g € R tel que f(Ag) = 0. On a alors x + Ay = 0, donc x et y sont
linéairement dépendants. O

Nous pouvons maintenant prouver 'inégalité de Minkowski, encore appelée inégalité trian-
gulaire.

Proposition 3.2.4 (Minkowski). Pour tous x,y € E, on a
|z +y| < [z + [yl

L’égalité entre ces deux quantités a lieu si, et seulement si, x et y sont multiples ['un de l’autre
par un facteur non négatif.

Démonstration. Fixons z,y € E. On se débarrasse de la racine (qui apparait dans la définition
de la norme) en considérant d’abord |z + y|?. On a alors

z+yf = (@+y,z+y) (3.2)
= |z +2(z,y) + [y (3.3)
< e + 20z, y)| + |yl (3.4)
< o + 2|yl + Jyl? (3.5)
= (l=]+y)?, (3.6)

ou on a utilisé la relation (z,y) < |(x,y)| pour passer de (3.3) a (3.4) et l'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour passer de (3.4) a (3.5). Puisque |z + y| et |x| + |y| sont des nombres positifs, on
déduit I'inégalité annoncée.

On a I’égalité si, et seulement si, on a

[z, 9)| = lzlly] et (z,y) = |(z,9)].

La premiere condition est le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ce qui implique que
x et y sont multiples I'un de I'autre. Si z est nul, alors il est toujours égal a Oy. S’il n’est pas
nul, alors y = Az pour un X réel et la deuxiéme condition donne |A| = . O

Terminons cette section par l'introduction des angles. L’inégalité de Cauchy-Schwarz im-
plique que pour tous vecteurs x,y non nuls, on a

(z,y)
E

11 existe donc un seul angle o € [0, 7] tel que

(z.y)

S A Y
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Définition 3.2.5. Pour tous vecteurs x,y non nuls, 'angle non orienté des vecteurs = et y est
I'unique nombre « € [0, 7| satisfaisant

(z,y)

COS(O{) = W

Comme annoncé dans l'introduction, on retrouve la formule (3.1). On peut donc récupérer
ce qui a été développé dans 'enseignement secondaire a partir de cette formule, mais on s’est
maintenant libéré des mesures a la latte et au rapporteur?. La définition 3.2.5 est valide dans
des espaces de dimension quelconque.

Exemple 3.2.6. 1. Dans R* muni de son produit scalaire préféré, les vecteurs z = (1,0, 0, 1)~
et y =(1,0,1,0)™ satisfont

el =v2=1yl, et (zy) =1

L’angle des vecteurs z et y est donc 'unique nombre dans [0, 7] dont le cosinus vaut %, ce
qui donne un angle égal a 7/3.

2. Dans R? muni de son produit scalaire préféré, les vecteurs x = (2,2) et y = (0, 1) satisfont
les relations

2l = VEB=2v2, [yl=1, et (a4 =2
V2

L’angle des vecteurs = et y est donc I'unique a € [0, 7] tels que cos(a) = %=. On a donc
s
4

3. Dans l'espace vectoriel R? muni du produit scalaire défini & ’exemple 3.1.3, les vecteurs
x = (1,0)~ et y = (0,1) satisfont

2l = V7, lyl=v2, et (zy) =2

o= conformément a l'intuition.

Leur angle non orienté « € [0, 7| satisfait donc
2
cos(ar) = —=.
(@) = -
Pour ce méme produit scalaire, les vecteurs = (0,1)~ et y = (1, —1)" satisfont (x,y) =0,
et ont donc un angle non orienté égal a 7.

Voici encore un exemple, que je vous laisse comme exercice.

Exercice 3.2.7. Pour le produit scalaire donné dans I’exemple 3.1.5, calculer ’angle des fonc-
tions f1 et fo données par fi(x) = cos(z) et fa(x) = sin(z).

La notion d’angle conduit naturellement a celle d’orthogonalité. J’introduis aussi une notion
liée a la norme.

Définition 3.2.8. Des vecteurs u et v sont orthogonaux (on dit aussi perpendiculaires) si
(u,v) = 0. Un vecteur u est normé (ou unitaire) si sa norme est égale a 1.

Remarquez que la définition d’orthogonalité prend aussi en compte le vecteur nul : il est
orthogonal a tous les vecteurs. Voici quelques exemples.

Exemple 3.2.9. 1. Dans ’espace R™ muni de son produit scalaire préféré, les vecteurs de la
base canonique sont deux & deux orthogonaux;

2. Dans I'espace vectoriel R, muni du produit scalaire préféré, les vecteurs v = (1,2,3)™ et
v = (3,0,—1)" sont orthogonaux ;

3. Nous venons de voir que dans ’espace euclidien de ’exemple 3.1.3, les vecteurs u = (0, 1)~
et v =(1,—1)~ sont orthogonaux.

b. A condition de définir le cosinus indépendamment des ces mesures, ce qui peut étre fait au moyen des séries,
voir la fin du cours de mathématiques générales.
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3.3 Bases orthonormées

Les vecteurs orthogonaux ont des propriétés tres intéressantes, comme le démontre la pro-
position suivante.

Proposition 3.3.1. Soit {uy,...,u,} des vecteurs non nuls et orthogonaur deuz d deuz, i.e.
tels que (u;,u;) = 6; jlui|* pouri,j < p. Alors les propriétés suivantes sont valides.

1. Siu € F est tel que u=>"_| Nu;, alors on a \; = <|uuﬁ§> pour i < p;

2. Les vecteurs uy,...,u, sont linéairement indépendants.

Démonstration. Pour la premiére assertion, on multiplie scalairement 'égalité u = Y0 | Nju;
par le vecteur u; pour j < p. On obtient ainsi

P
(u,uj) Z)\ Ui, Uj) = Z)‘Z Ui, Uj) Z)\ 00 ilus]? = Njlu)?,
i=1

ce qui donne le résultat annoncé, puisqu’on peut diviser par |u;|?.
Pour la seconde assertion, si Y- ; A\ju; = 0, par le premier point, on a \; = Oy _ 0, ce
qu’il fallait démontrer. O

Définition 3.3.2. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n. Une base orthonormée
de E est une base B = (u1,...,uy,) dont les vecteurs sont orthogonaux deux & deux et normés
((us, uj) = 0; 5 pour 4,5 < n).

Exemple 3.3.3. Dans R” muni de son produit scalaire préféré, la base canonique (eq,...,ey)
est orthonormée. Dans R?, muni du méme produit scalaire les vecteurs u = @(1, 1)~ et v =

@(1, —1)~ définissent également une base orthonormée.

Remarque 3.2. Dans un espace de dimension n, pour démontrer que des vecteurs ui,..., Uy
forment une base orthonormée, il suffit de démontrer qu’ils sont orthogonaux et normés. La
proposition 3.3.1 permet alors de démontrer qu’ils sont linéairement indépendants. Etant en
nombre égal & la dimension, ils forment alors une base.

La proposition 3.3.1 admet le corollaire suivant.
Corollaire 3.3.4. Si (u1,...,uy) forment une base orthonormée, alors la décomposition d’un
vecteur u dans cette base est donnée par

n

u = Z(u, g YUy

i=1

Une propriété importante des bases orthonormées est la suivante. Elle justifie la nécessité
dans nos développements ultérieurs, d’utiliser une base orthonormée pour obtenir des formules
simples.

Proposition 3.3.5. Une base B = (u1,...,uy) est une base orthonormée si, et seulement si, le
produit scalaire des vecteurs x = > | wju; et y =Y iy y;u; est donné par

x,y) = zn:xzyz (3.7)
=1

Démonstration. Si B est orthonormée, alors
n n n n n n n
y) = <inuiazyjuj> = szlyj ulvuj = szzy] szyz
i=1 j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1

Inversement, puisque pour tout j < n, le vecteur de composantes de u; dans B est ¢j, le j-eme
vecteur de la base canonique de R, si le produit scalaire est donné par (3.7), on constate que
les vecteurs uq, ..., u, sont deux a deux orthogonaux et normés. ]
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On peut formuler des formes faibles de la proposition précédente comme suit :

1. Le produit scalaire de deux vecteurs est la somme des produits des composantes des vec-
teurs, prises dans une base orthonormeée.

2. Le passage aux composantes dans une base orthonormée identifie tout espace vectoriel
euclidien de dimension n a ’espace vectoriel R, muni de son produit scalaire préféré.

Il est donc particulierement important d’avoir des bases orthonormées. Le résultat suivant
montre comment transformer une base quelconque en une base orthonormée, et démontre au
passage ’existence de telles bases, en général.

Proposition 3.3.6 (Processus de Gram-Schmidt). Tout espace vectoriel euclidien E de dimen-
sion finie admet une base orthonormée. De plus si ui,...,u, est une base de E, il existe une
base orthonormée (v1,...,vy,) telle que Yvi, ..., vE(=)u1,...,ux( pour tout k =1,... n.

Démonstration. On procede par récurrence sur n. Pour n = 1, on a une base (u1) et v; = ‘Z—h
définit a lui seul une base orthonormée. Supposons le résultat vrai pour les dimensions inférieures
ou égales a n — 1 et prouvons le pour un espace de dimension n. Soit uq, ..., u, une base de E.
Alors Yuq,...,u,—1( est un espace vectoriel euclidien pour le méme produit scalaire.

Par hypothese d’induction, il existe des vecteurs deux a deux orthogonaux et normés dans
cet espace, soit v1,...,v,—1 satisfaisant )vq,...,vp(=)u1,...,up( pour tout k =1,...,n— 1. 11
nous reste a construire v,. Pour cela on considere

n—1
/
Uy, = Up — Z(un, Vi)V
i=1
On montre facilement que v}, est orthogonal & v1,...,vn_1 :
n—1 n—1
(Un,vj) = (un — z<un,vi>vi,vj> = (Up,v;) — Z(un,vi> (vi,v;) =0, j<n-—1,
— - ——
i=1 i=1
=0ij
Le vecteur v}, n’est pas nul : si tel était le cas, u, serait dans )vy,...,vp—1(=)u1,...,up—1(, et
/
c’est contraire & I’hypothese. On peut donc poser v, = % et les vecteurs v1, ..., v, définissent
n
une base orthonormée de E, et on a donc aussi Yvi, ..., vn(=)u1,. .., un. O

Il est important de remarquer que nous avons établi un théoréeme d’existence d’une base
orthonormée, mais aussi un moyen construire une telle base, a partir d’une base donnée. En
effet, la récurrence utilisée plus haut fournit la construction : étant donnée une base uq, ..., un,
on construit successivement

~
<
=~

V] = U V1 = |T;[|
! _ Y
vy = up — (ug, v1)v1 V2 =
!

I k—1 _ v
Up = Uk — 2= (ks Vi) Vi Uk = o

et pour k = n, le processus s’arréte.

Exemple 3.3.7. On considere I’espace vectoriel R? muni de son produit scalaire préféré. Soit
up = (1,1)~ et ug = (0,1)~. On applique le procédé ci-dessus :

v =y = (1,1)~ v = Y2(1,1)~
vh = ug — (ug,v1)v1 = (0,1)~ — Loy = §(—1,1)~ vy = (~1,1)~

Il sera utile pour la suite de connaitre les particularités du changement de base dans le cas
des bases orthonormées. Je rappelle d’abord une définition de calcul matriciel.
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Définition 3.3.8. Une matrice carrée A € R? est orthogonale si A~ = A~1.

Donc une matrice A est orthogonale si A~ A = A A~ = Id. Cela s’exprime aussi par la
relation
n
> ApidAij =iy, Vi, j<n,
k=1
ol ¢ est le symbole de Kronecker. Une condition équivalente est que les colonnes, ou les lignes,
de A soient orthonormées dans R", muni de son produit scalaire standard.

Proposition 3.3.9. Soit B = (b1, ...,b,) une base orthonormée d’un espace vectoriel euclidien
E. Soit B' = (b),...,b),) une autre base de E. Alors B’ est orthonormée si, et seulement si, la
matrice de changement de base entre B et B’ est orthogonale.

Démonstration. Les colonnes de la matrice de changement de base sont formées des composantes
des vecteurs de la nouvelle base dans I’ancienne. Si la matrice de changement de base est A, on
a donc

by = Apib
k=1

On en déduit le produit scalaire suivant, puisque B est orthonormée :

(B, 05) = ApiAry,
k=1

et le résultat est alors clair. O

3.4 Orientation, produit mixte, produit vectoriel et angle orienté

Nous allons définir ici des concepts fort utiles en dimension 3 : le produit vectoriel et le
produit mixte. Ces notions peuvent étre généralisées a des espaces de dimension n > 2 : en
dimension n, on pourra considérer le produit mixte de n vecteurs et le produit vectoriel de n —1
vecteurs. Je n’insisterai cependant que sur la dimension 3, la plus utile en physique.

Avant cela, il est nécessaire d’introduire un concept également important, celui d’orientation,
qui vaut pour tout espace vectoriel de dimension finie, euclidien ou non.

3.4.1 Orientation d’un espace vectoriel, changements de bases orthonormeées

Pour introduire le concept général d’orientation, nous commencons par des espaces vectoriels
de dimension 1, 2 et 3. Dans chaque cas, 'orientation correspond a un concept physique, elle est
donc particulierement importante.

Exemple 3.4.1. Un mobile est en mouvement rectiligne uniforme sur une droite d, selon le
schéma représenté ci-dessous, ot on a donné la position & des temps tg et t1, en supposant
to < t1. Quel est le signe de sa vitesse ?

Eomon > T

to t1

La réponse est claire : méme si le mobile et donc aussi le “vecteur vitesse” semble aller vers
la droite et que la droite est une direction souvent privilégiée, les données géométriques du
probleme ne permettent pas d’attribuer un signe a la vitesse.

Si on veut définir ce signe, il faut orienter I’axe. On le fait d’habitude en indiquant une
fleche. Mais nous savons qu’une fleche n’est pas un objet géométrique. Il suffit juste de décider
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qu’une seule vitesse de référence vy est positive, comme dans le schéma ci-dessous. On peut alors
comparer toutes les autres vitesses non nulles & celle la : soit elles en sont multiples positifs,
auquel cas ont dit qu’elles sont positives, soit elles en sont multiples négatifs, auquel cas elles
sont dites négatives.

Si la vitesse de référence vy est déclarée positive, alors c’est le cas de v4 également, car c’est
un multiple positif de vg. par contre v_ est négative.

Il est intéressant de noter dans I’exemple ci-dessus qu'’il est impossible de passer continiiment
d’une vitesse positive a une vitesse négative sans passer par une vitesse nulle. Ce sera fondamental
dans la définition générale de 'orientation.

De plus, on aurait pu choisir pour définir la méme orientation n’importe quel multiple stric-
tement positif de vg. On dit que tous ces multiples définissent la méme orientation.

Enfin, comme d’habitude, mon beau-frere Raoul aurait pu faire exactement le contraire, et
définir comme positive une vitesse que j’ai déclarée négative. Il aurait choisi une autre orienta-
tion. Son choix aurait changé le signe de toutes les vitesses.

Passons maintenant a un exemple en dimension 2.

Exemple 3.4.2. Un mobile est en mouvement circulaire autour d’un point O, avec une vitesse
angulaire uniforme, selon le schéma représenté ci-dessous, ou on a donné la position a des temps
to et t1, en supposant tg < t1. Quel est le signe de sa vitesse ?

t1

to

Ici encore, la réponse est claire : les données géométriques ne permettent pas de donner un
signe a la vitesse. Il faut définir un sens de rotation positif, ou une vitesse de référence positive.
Cela se fait facilement en dessinant deux vecteurs un couple (u1,u2), et en déclarant que le sens
de déplacement positif est celui de u; vers us.

to

Bien siir, pour que cela puisse définir un sens, il faut que (uj,ug) soit une base, mais il n’est
pas nécessaire qu’ils forment une base orthonormée. Voici quelques exemples de choix de couples
(u1,u2) qui donnent la méme orientation au plan.

(15) U9

U
11 L]

Uy
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Il est facile de dessiner d’autres bases qui donnent définissent une orientation différente du
plan. Comme dans le premier exemple, on note qu’il est impossible de “déformer” contintiment
une base donnant une orientation pour 'appliquer sur une base définissant I’orientation opposée
sans passer par une “position” ou on n’a plus une base.

Dans le cas de I'espace vectoriel de dimension 1 (le mouvement rectiligne uniforme), il était
facile de déterminer quand deux vitesses de références (deux bases) définissaient la méme orien-
tation : il était nécessaire et suffisant que ces vecteurs soient multiples 'un de I’autre par un
multiple positif. La situation est un peu plus délicate en dimension 2 : il serait intéressant d’as-
socier un nombre & deux bases données et que son signe puisse déterminer si les bases définissent
la méme orientation ou non.

On peut le faire assez facilement dans le cas de deux base (uj,us2) et (v1,v2) o u; = vy.
Voici un schéma. Pour forcer la réflexion, j’ai dessiné des bases qui définissent une orientation
un peu contre-intuitive.

Uq 3

Si vg a pour composantes (a,b)™ dans la base (u1,us2), on constate que B = (uj,u2) et
B’ = (v1,v92) définissent la méme orientation si b > 0. Le nombre b est 1ié au contexte particulier
(u1 = v1), mais il est liés & un objet naturellement définis par les deux bases, a savoir la matrice
de changement de base. La matrice Ap 5 de changement de base est formée avec les vecteurs de
composantes de v; et vy dans la base B. On a donc

1 a
A=y
On constate donc que dans ce cas particulier, des bases définissent la méme orientation si, et
seulement si, la matrice de changement de base est a déterminant strictement positif. On peut
constater que cela reste le cas si on consideére le cas général en dimension 2.

Terminons enfin cette liste de cas particuliers par les bases en dimension 3. On matérialise
d’un point de vue mathématique la différence entre la main droite et la main gauche. Cette diffé-
rence est importante dans I’expression des lois physiques que vous connaissez bien (notamment
en électromagnétisme).

Ici aussi, il est impossible de “déformer contintiment” une base représentée par la main droite
en une base représentée par la main gauche. Bien siir, si on est un peu contorsionniste, on peut
le faire en changeant le “sens de son pouce”. Mais ce retournement implique qu’on ne reste
pas a tout instant dans ’ensemble des bases. Le pouce passe nécessairement a travers le plan
déterminé par les autres doigts. A cet instant, on n’a plus une base. Voici une représentation de
ce phénomene, avec une base gauche et une base droite.

fi

—

13

J’ai dessiné des bases ou les vecteurs semblent orthogonaux deux a deux. Mais vous pouvez
décider qu’ils le sont, ou qu’ils ne le sont pas en changeant de produit scalaire : la notion
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d’orientation est indépendante de la notion de produit scalaire, et les bases choisies pour définir
I’orientation n’ont aucune raison d’étre orthonormées.
Ces cas particuliers menent naturellement a la définition suivante.

Définition 3.4.3. Deux bases B = (by,...,b,) et B = (¥}, ...,b,) définissent la méme orienta-
tion si la matrice de changement de base de B & B’ a un déterminant positif.

Remarquons que la relation “avoir la méme orientation” est symétrique : les matrices de
changement de base de B & B’ et de B’ a B sont inverses I'une de 'autre. Leur déterminants
aussi, et ils ont donc le méme signe. Elle est réflexive : B a la méme orientation que B, puisque
l'identité a un déterminant positif. Enfin, elle est transitive : si B a la méme orientation que B’
et si B a la méme orientation que B”, alors B a la méme orientation que B”. Les bases peuvent
donc étre réparties en ensembles de bases ayant la méme orientation. La proposition suivante
montre qu’il n’y a que deux tels “ensembles”.

Proposition 3.4.4. Soit E un espace vectoriel muni d’une base By = (by,...,by). Alors By =
(b1,...,bp—1,—by) n'a pas la méme orientation que By. Toute base B a soit la méme orientation
que By soit la méme orientation que By.

Démonstration. La matrice de changement de base de By et B; est donnée par

1 0 0
Ag=|"°

10

0 0 -1

Elle a visiblement un déterminant négatif. Si le changement de base de B a By correspond a la
matrice A, alors le changement de base de B a By est obtenu en considérant le produit de A et
Ay, dont le déterminant est — det(A). O

D’apreés ce que nous venons de voir, il n’y a que deux types de bases, en ce qui concerne
I'orientation, c’est ce qui donne lieu au concept de base positive. Comme en ce qui concerne le
produit scalaire, en mathématiques on a le choix pour privilégier un de ces deux types.

Définition 3.4.5. Une orientation d’un espace vectoriel est le choix d’une des deux classes de
bases, qui sont déclarées positives. Les autres bases sont déclarées négatives.

Cette définition permet de ne pas se limiter a des espaces de dimension inférieure ou égale
a 3, ni a des espaces vectoriels concrets. Par exemple, dans I'espace vectoriel Ps des fonctions
polynomiales de degré inférieur ou égal & 3, on peut décider que la base (uq,us,us, us) est
positive, si

up(z) =23 =1, wg(z) =22% — 3z, wz(zx) =2 —32%, wy(z)=2+1
La base canonique de cet espace, & savoir (avec des notations plus libres) (1,z, 22, 23) est-elle

alors positive, ou négative ?

3.4.2 Le produit mixte

On se place dans un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3. L’idée du produit
mixte est de définir un volume signé déterminé par une famille de vecteurs . Voici les propriétés
que ce volume signé devrait avoir.

c. Il n’est pas difficile de se convaincre que trois vecteurs indépendants en dimension 3 définissent un parallélé-
pipede. Cela dit, cette construction intuitive a plutdt sa place dans le cadre des espaces affines euclidiens orientés
de dimension 3. J’anticipe un peu pour donner cette vision intuitive plutét que la définition brute.
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e On fixe d’abord & 1 le volume d’une base donnée (b1, ba, b3). Il est assez naturel de choisir
une base orthonormée positive, comme base de référence, ayant un volume signé égal a 1.
On décide que si un triplet de vecteurs indépendants (u1,ug, u3) a une orientation positive,
son volume est positif, et qu’il est négatif sinon.
e Si on multiplie un des vecteurs par un nombre positif a, le volume signé doit étre multiplié
par a également, c’est évident.
Si on multiple un des vecteurs par un nombre négatif a, le volume devrait étre multiplié
par |a|, mais le volume signé change de signe, donc il est multiplié par a
e Si on ajoute a 'un des vecteurs une combinaison linaire des autres, le volume signé ne
devrait pas changer.
e Si on échange 'ordre de deux vecteurs, ’orientation change, donc le volume signé change
de signe.
Dans R3, nous connaissons une application qui a toute famille de vecteurs (uy,us,u3) associe
un nombre et jouit de ces propriétés. C’est le déterminant. On peut montrer que c’est la seule
application ayant ces propriétés.
Si on est dans un espace de dimension 3 euclidien et orienté quelconque, il suffit de I'identifier
a R3 en passant aux composantes dans une base orthonormée positive. On est donc naturellement
amené a la définition suivante.

Définition 3.4.6. Soit B = (b1, b2, b3) une base orthonormée positive de E. Le produit mixte
des vecteurs u, v, w est défini par

u;y v wi

u,v,w| =det | ug w9 wo
) 9

u3z vz w3

ou (uy,ug,us)™, (v1,v2,v3)~ et (wy,ws, ws)™ sont respectivement les composantes de u,v et w
dans la base B.

Comme d’habitude, quand nous définissons un objet géométrique & partir de composantes
dans une base, nous devons montrer qu’il est intrinseque, c’est-a-dire qu’il ne dépend pas de la
base choisie. C’est I'objet du résultat suivant.

Proposition 3.4.7. Le produit mixte défini plus haut est indépendant du choiz de la base or-
thonormée positive B.

Démonstration. Supposons que nous avons a notre disposition deux bases orthonormées positives
B et B'. Notons encore (u1,uz, u3)™, (v1,v2,v3)~ et (wy,ws, w3)™ les composantes de u,v et w
dans la base B, et (u},ub,us)™, (v],vh,v5)™~ et (w),w), ws)™ les composantes de ces mémes
vecteurs dans la base B’. Il existe alors une matrice orthogonale A telle que

uy uy V) V1 w] wy
ub | = Alu |, vh | =Aluva |, et wh | = A | ws
U us vh U3 wh w3

On peut alors calculer le produit mixte dans la base B’ :

up v w) Uy vy wy up vp Wy
det | uh vy wh| =det(A|ug|,Aflva|,A|we|)=det(A|us vo wyl)
ufy vy wh U3 V3 w3 us V3 w3

En utilisant les propriétés du déterminant, on obtient que cette quantité vaut

up v wi uyp v w1
det(A)det [ug vo wo | =det |ux vy wo |,
us3 V3 wWs uz V3 ws
puisque A est orthogonale et de déterminant positif. O
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Les propriétés du produit mixte se déduisent de celles du déterminant. Elles sont rassemblées
dans la proposition suivante.
Proposition 3.4.8. Le produit mizte a les propriétés suivantes.

1. 1l est trilinéaire, c’est-a-dire linéaire en chaque argument, les autres étant fixés;

2. Il est alterné : il change de signe si on permute deux de ses arguments;

3. On a [u,v,w] =0 si, et seulement si, u,v et w sont linéairement dépendants ;

4. On a [u,v,w] >0 (resp. < 0) si, et seulement si, (u,v,w) est une base positive.
Démonstration. Seul le dernier point n’est pas une propriété directe du déterminant et du pas-

sage aux composantes. Pour le démontrer, on considére une base B orthonormée positive. Par
le troisieme point, si [u, v, w] # 0, alors (u,v,w) forme une base U de E. Alors la matrice

uy v wi
Ug V2 W2
uz vz w3

dont les colonnes sont les composantes de u,v et w dans la base B n’est rien d’autre que la
matrice de changement de base de U a B. Cette matrice a un déterminant positif (resp. négatif)
si, et seulement si, U et B ont la méme orientation (resp. une orientation opposée). Cela fournit
le résultat, puisque B est ne base positive. ]

3.4.3 Le produit vectoriel

Nous pouvons maintenant définir le produit vectoriel. Pour ce faire, nous allons d’abord
développer le produit mixte des vecteurs u, v et w en fonction de leurs composantes dans une
base orthonormée positive, en utilisant la regle des cofacteurs sur la derniere colonne. On a

[, v, w] = wy det <u2 U2> — wy det <u1 vl) + w3 det <u1 vl) (3.8)
v3 ug

uz v3 us V2

Puisque nous avons considéré les composantes dans une base orthonormée, nous pouvons in-
terpréter cette expression comme un produit scalaire du vecteur w avec un vecteur construit a
I’aide de u et v. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Proposition 3.4.9. Pour tous u,v € E, il existe un unique vecteur a(u,v) satisfaisant la
relation
[u, v, w] = (a(u,v),w) Yw € E. (3.9)

Dans toute base B orthonormée positive, dans laquelle u et v ont pour composantes (u1, ug,us)™
et v: (v1,v2,v3)™, le vecteur a(u,v) admet pour composantes

(det <u2 UQ),—det <u1 vl),det <u1 vl)) : (3.10)
us U3 us V3 Uz V2

Démonstration. Pour 'existence, on fixe une base orthonormée positive By et on utilise (3.8)
pour montrer que le vecteur a(u,v) dont les composantes dans By sont données par (3.10) a la
propriété demandée. Pour I'unicité, on note que si a(u,v) et a’(u,v) répondent & la question,
alors on a

{a(u,v),w) = [u,v,w] = {a'(u,v),w)

pour tout vecteur w, qui donne directement
(a(u,v) —d'(u,v),w) =0, YweE

et par suite a(u,v) — a'(u,v) = 0.

Dans toute base B orthonormée positive le vecteur dont les composantes sont données dans
B en fonction de celles de u et v par (3.10) satisfait la condition (3.9). Vu 'unicité, ce vecteur
est a(u,v). O
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Définition 3.4.10. Le produit vectoriel des vecteurs u et v est le vecteur défini par la proposition
précédente. Il est noté u A v.

La proposition suivante rassemble les propriétés de 'opération produit vectoriel A.

Proposition 3.4.11. L’opération produit vectoriel a les propriétés suivantes :

1. FElle est antisymétrique ou alternée : on a u Av = —v A u pour tout u,v € E.

2. Elle est bilinéaire, c’est-a-dire linéaire sur chacun de ses arguments, ['autre étant fizé;
Démonstration. On peut vérifier directement a partir de la formule (3.10) que ces propriétés
sont satisfaites, puisqu’on travaille avec des déterminants. On peut aussi le montrer a I'aide de

la caractérisation géométrique (Proposition 3.4.9). Montrons que u A v = —(v A u) pour tous
u,v € F : pour tout w € F, on a

(—(vAu),w) = —(v ANu,w) = —[v,u,w] = [u,v,w.

Puisque u A v est le seul vecteur qui satisfait cette identité pour tout w € FE, on doit avoir

—(v Au) =u Av. Montrons la linéarité sur le premier argument, on I'obtient sur le second par

antisymétrie. Premieérement, on a (u + v) Aw = u A w + v A w. En effet, pour tout z € E, on a
(UANw+vAw,z) =uAwz)+ (VAw,2) = [u,w,z] + [v,w, z] = [u+v,w, 2z

Puisque (u + v) A w est le seul vecteur qui satisfait cette identité (pour tout z), on a le résultat

annoncé. On fait de méme pour démontrer l'identité (Au) A v = A(u A v) pour tout A € R. [

Voici maintenant une caractérisation géométrique plus concréte du vecteur u A v, qui fait le
lien avec la définition admise habituellement, et largement utilisée en physique.

Proposition 3.4.12. Soient u,v des vecteurs de E. Alors
1. Le produit vectoriel u A v est orthogonal ¢ u et d v ;
2. Le produit vectoriel u A v est nul si, et seulement si, u et v sont linéairement dépendants.
3. Siu et v sont non nuls, on a |uAv| = |u||v]sina ot a est l’angle non orienté entre u et
v
4. Siu et v sont linéairement indépendants, alors (u,v,u Av) est une base positive.
Démonstration. Montrons que u A v est orthogonal a . On a
(u ANvyu) = [u,v,u] =0,

puisque u, v et u sont linéairement dépendants. On fait de méme pour v.
Pour le deuxiéme point, d’abord si w et v sont linéairement dépendants, alors on a

(u Nv,w) = [u,v,w] =0

pour tout w € E. On a alors u A v = 0.

Réciproquement, supposons que u A v = 0, que u et v soient linéairement indépendants et
montrons une contradiction. Il existe alors w € F tel que (u,v,w) soit une base, donc tels que
[u, v, w] # 0, Mais on a [u,v,w] = (u A v,w) = 0, ce qui donne une contradiction.

La troisiéme assertion est équivalente a |u A v|? = |ul?|v|?sin? @ ou encore & |u A v|? =
[u|?|v|?(1 — cos?(ax)). Cela s’écrit encore

u Aof? = [uf?of? = (u,v)%.
Dans une base orthonormée arbitraire, le membre de gauche vaut
(ugv3 — uzve)? + (u1v3 — uzv1)? + (ugve — ugvy)?
tandis que le membre de droite vaut
(ud 4 u 4 ul) (v} + v3 4+ v2) — (urv1 + ugvg + uzvs)?.

En développant 'une ou l'autre de ces expressions, on constate qu’elles coincident.
Enfin, pour la derniére assertion, on calcule [u,v,u A v] = |u A v|? > 0. O
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Puisque le produit mixte et le produit vectoriel sont multilinéaires (trilinéaire ou bilinéaire),
il est utile de les exprimer en termes des composantes de vecteurs, dans une base orthonormée
positive. Cela se fait naturellement & I’aide du symbole de Levi-Civita 9.

Définition 3.4.13. Le symbole® de Levi-Civita est un symbole a trois indices défini par

1 si (i,j,k‘) = (1,2,3),(2,3, 1),(3,1,2)
Cijk = —1 si (i7j7 k) = (2,173),(1,3,2),(3,2,1)
0 sinon.

On peut résumer cette définition en disant que ¢; , vaut 1 si (4, j, k) est une permutation
circulaire de (1,2, 3), —1 si c¢’est une permutation non circulaire et 0 sinon. On a alors le résultat
suivant.

Proposition 3.4.14. Si dans une base orthonormée positive (b1, ba,b3), on a u : (u1,us,us)”,
v (v1,v2,03)™ et w: (wy,wa, w3)™, alors on a

3
[u,v,w] = Z €1, kUi Vj W
i,5,k=1
et
3
uNv= Z €i,j,kUiVjbg.
i,7,k=1

En particulier, on a b; Nbj = Zzzl €;,j,kbk, pour tous 1,7 < 3.

Ayant trois vecteurs a sa disposition, on peut calculer deux fois le produit vectoriel, a condi-
tion de placer des parentheses. On obtient alors un double produit vectoriel, c’est-a-dire un
produit de la forme u A (v A w). Il est intéressant de noter que le résultat de cette opération
dépend du produit scalaire que I'on a choisi, mais pas de l'orientation. On ne sera donc pas
étonné que le résultat s’exprime en termes de produits scalaires, comme indiqué dans le résultat
suivant.

Proposition 3.4.15 (Double produit vectoriel). On a les formules
u(WAw) = (u,w)v — (u,v)w et (WAV)Aw= (u,w)v — (u, w)u
pour tous u,v,w dans E.

Ces formules peuvent étre retenues comme suit : “le double produit vectoriel vaut le vecteur
du milieu multiplié par le produit scalaire des deux autres, moins le deuxiéme vecteur de la
parenthese, multiplié par le produit scalaire des deux autres.

Démonstration. 11 suffit de montrer la premiere identité, la deuxieme s’en déduit directement.
Vu la linéarité des deux membres sur chacun des facteurs, il suffit de vérifier I’identité pour des
vecteurs d’'une base orthonormée. C’est alors une longue vérification. O

Le produit vectoriel permet de définir un type particulier d’équations linéaires en dimension
3, appelé équation vectorielle. Nous terminons cette section par ce type d’équation.

d. Tullio Levi-Civita (1873-1941), inventeur du calcul tensoriel (avec Ricci) vers 1900. Il eut une correspondance
avec Einstein & propos de la relativité générale, ’aidant a corriger les erreurs initiales. En tant que mathématicien,
j’apprécie particulierement le passage suivant (d’une lettre d’Einstein) “I admire the elegance of your method of
computation ; it must be nice to ride through these fields upon the horse of true mathematics while the like of us
have to make our way laboriously on foot”.

e. En fait c’est un tenseur, mais ceci sort du cadre du cours.
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Proposition 3.4.16. Soient E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et a,b € E
tels que a # 0. L’équation
aANx=Dbh. (3.11)

est compatible si, et seulement si, (a,b) = 0. Dans ce cas [’ensemble des solutions est
{ ! ANb+Xa: X eR}
={—15a a: .
lal?

Démonstration. On peut démontrer ce résultat en passant aux composantes dans une base
orthonormée positive. On est alors ramené a 'analyse d’un systéme linéaire de trois équations
a trois inconnues, de rang 2.

Il existe cependant une preuve plus intrinseque, que je ne détaille pas ici. ]

3.4.4 Angle orienté dans le plan

On se place dans un espace vectoriel F euclidien orienté de dimension 2. Comme nous ’avons
vu dans la définition de I'orientation, la. donnée de l'orientation définit dans ce cas un sens “de
rotation”. Si B = (b1, b2) est une base positive, le sens positif consiste & “aller de by vers by” Cela
permet de définir la notion d’angle orienté de deux vecteurs.

Pour calculer I'angle (u,v), on va donc de u vers v comme on va de by & by. On définit alors
un angle compris entre 0 et 2. Il a le méme cosinus que l'angle non orienté entre les deux
vecteurs considérés, et il est donc déterminé par le signe de son sinus. Cela améne naturellement
la définition suivante.

Définition 3.4.17. Soit (u,v) un couple de vecteurs non nuls. L’angle orienté entre u et v est
I'unique angle 6 € [0, 27] tel que

_ (uw)
fullo]

e sin(f) est positif (strictement) si, et seulement si, (u,v) est une base positive.

e cos(f) = cos(a) (a est 'angle non orienté entre u et v)

Le signe du sinus est naturellement suffisant pour déterminer un angle entre 0 et 27 dont on
connait le cosinus. Il est facile d’exprimer le signe du sinus quand u et v sont donnés dans une
base orthonormée positive.

Lemme 3.4.18. Si B = (by,bs) est une base orthonormée positive, et si u : (ui,u2)™ et v :

(v1,v2)", alors sin((u,v)) a le signe de det (Ul m)'
U2 V9

Démonstration. 11 suffit de remarquer que la matrice

uy vV1
Uz V2

n’est rien d’autre que la matrice de changement de base de B et (u,v), du moins quand son
déterminant est non nul. Par définition, elle a un déterminant positif si, et seulement si, (u,v)
est une base positive (puisque B est positive). ]

On peut méme aller un peut plus loin et calculer exactement le sinus (le cosinus est déja
connu).

Proposition 3.4.19. Si B = (b1, bs) est une base orthonormée positive, et si u : (uy,uz)™ et

v: (vi,v2)™, alors on a
ur n1
det ( )
uz U2

sin((u,v)) = allo]
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Démonstration. On calcule le carré du sinus en utilisant la relation fondamentale de la trigono-
métrie :

(ulvl + U2U2)2 _ (U% + u%)(v% + U%) - (ulvl + U2U2)2

.2
= 1 — =
sin*((w, v)) (W2 +u3) (12 + v2) (W2 + 1) (2 + 12

En simplifiant, on trouve directement

. 9 B uv? + udv? — 2uiviuguy (v — uguy )?
s 0) = AT A ) ()Rt )
1 2)\1 2 1 2)\V1 2
On arrive au résultat puisqu’on connait le signe du sinus, par le lemme 3.4.18. 0

3.5 Complément orthogonal et projection orthogonale

L’idée du complément orthogonal d’un sous-espace vectoriel est simple a concevoir si on se
base sur les espaces de dimension 2 et 3, que ’on connait bien. Voici la représentation intuitive
de la situation en dimension 3 :

Fl

Le complément orthogonal de la droite vectorielle F' est I’ensemble des vecteurs orthogonaux a
tous les vecteurs de la droite. C’est un plan vectoriel F-. Le complément orthogonal de ce plan
est I’ensemble de tous les vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs du plan. Cest (F-)*, qui
n’est rien d’autre que F'. Je vous invite a dessiner la situation en dimension 2.

Passons maintenant aux définitions générales. On se place ici encore dans un espace vectoriel
euclidien de dimension n.

Définition 3.5.1. Pour tout sous-espace vectoriel F' de F, le complément orthogonal de F' est
I’ensemble
Fr={ucE:(uf)=0, VfecF}.

Le complément orthogonal de F' est donc ’ensemble des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs
de F.

Cette définition se généralise quelque peu pour définir des sous-espaces orthogonaux.

Définition 3.5.2. Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont orthogonaux si on a (f,g) =0
pour tous f € F et g € G. On note alors F LG.

De maniére équivalente, on a F1G si F C G+ ou encore si G C F. On peut prouver en
général ce que 'on a constaté en dimension 3. C’est 'objet du résultat suivant.

Proposition 3.5.3. Pour tout sous-espace vectoriel F' de F,

1. L’ensemble F+ est un sous-espace vectoriel de E ;
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2. OnaE=F®F*;
3. On a dim(F+) =n — dim(F);
4. Ona (FH)* =F.

Démonstration. Pour le premier point, vu la définition de F*, le vecteur nul appartient a F*.
Ensuite, on considére u,v € F+ et A € R. Alors on a u+ v € F- car, pour tout f € F, on a

(u+wv, f) = (u, f) + (v, f) =0.

On montre de méme que \u appartient & F-.

Pour le deuxiéme point, on doit montrer que tout vecteur se décompose en la somme d’un
élément de F et d'un élément de F- et que FNEF+ = {0}. Siu € FNF*, alors on a (u,u) = 0,
donc u = 0. Construisons une base (v1,...v,) de E dont les p premiers éléments forment

une base de F. Appliquons-lui le procédé de Gram-Schmidt pour obtenir une base (b1, ..., by,),
orthonormée. Alors (by,...,by) est une base orthonormée de F, et pour tout v € E, on a
p n
v = Z(U, bl>bz -+ Z <U, bz>bl (3.12)
i=1 i=p+1

Le premier terme de cette somme appartient & F, tandis que le second terme appartient a F-.
Pour le troisiéme point, en appliquant (3.12) aux éléments de F'-, on constate que (bp11, . - - , by)
est une base de F'-, qui est donc de dimension n — p.
Pour le quatriéme point, on sait que (F1)+ est de dimension p. Mais visiblement, on a
F C (F*)*, donc ces deux sous-espaces vectoriels sont égaux. O

Comme d’habitude, quand on a un objet unique, on lui donne un nom.

Définition 3.5.4. Pour tout v € F, on a la décomposition unique v = up +up1. La projection
orthogonale de u sur F' est up.

La relation (3.12), ainsi que la définition, nous donnent deux moyens de calculer la projection
orthogonale d’un vecteur sur un sous-espace, une fois que I’on a une base orthonormeée.

Proposition 3.5.5. Si (fi,..., fp) est une base orthonormée de F, alors la projection orthogo-
nale d’un vecteur u sur F est donnée par

up = (u, fi)fi + -+ U, fp) fp-
De plus, la projection sur FL- est égale d v — up.

Remarque 3.3. 1. Cette proposition donne un interprétation du processus de Gram-Schmidt :
on a simplement projeté chaque vecteur sur le complément orthogonal du sous-espace
engendré par les précédents. Pour cela, il fallait une base orthonormée a chaque étape.
Nous I’avons construite successivement en débutant par celle d’un espace de dimension 1.

2. Pour calculer la projection, il est parfois utile de choisir le sous-espace ayant la plus pe-
tite dimension (pour construire facilement une base orthonormée). C’est particulierement
évident dans le cas des hyperplans.

Terminons ce chapitre en particularisant la proposition précédente dans le cas d’une droite
et d'un hyperplan.

Proposition 3.5.6. Si F' est une droite vectorielle engendrée par f (i.e. F =)f(), alors la
projection orthogonale de tout vecteur u sur F est

(u, f)
Ug = I
fI?
Démonstration. 11 suffit de noter que % est une base orthonormée de F'. O
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Pour les hyperplans, on se raméne aux droites via la définition suivante.

Définition 3.5.7. Si 7 est un hyperplan vectoriel, on appelle normale a 7 tout vecteur directeur
de 7t.

Proposition 3.5.8. S¢ 7 est un hyperplan vectoriel de normale N, alors la projection orthogo-

nale de u sur m est
{u, N)

- N.
INJ?

Ur = U

Remarque 3.4. 11 arrive souvent que 'on considere a priori que la normale N est unitaire. La
formule est alors plus simple.

Si un hyperplan 7 est donné par son équation dans une base orthonormée, il est facile de
déterminer une normale, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 3.5.9. Dans un espace vectoriel euclidien E de dimension n, muni d’une base
orthonormée B = (by,...,by), le vecteur N : (ai,...,a,) est normal a4 w si, et seulement s,
Uhyperplan m admet ’équation cartésienne

aix1+ -+ apxy, = 0.

Démonstration. Par définition, le vecteur N est normal & 7 si, et seulement si, 7+ =)N{. Cette
égalité est équivalente & m =) N (L, ou encore &

m={u€ E: (N,u) =0}
Cette description de 7 est visiblement équivalente a 1’équation cartésienne de 1’énoncé. O

L’équation cartésienne d’un hyperplan obtenue a partir d’'une normale est appelée équation
normale de cet hyperplan.
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Chapitre 4

Espaces affines euclidiens

Dans ce chapitre, nous transposons dans les espaces affines les définitions et résultats que
nous avons engrangés dans les espaces vectoriels euclidiens.

4.1 Espaces affines euclidiens et distances

Définition 4.1.1. Un espace affine euclidien est un espace affine modelé sur un espace euclidien.
Un espace affine orienté est un espace affine modelé sur un espace orienté.

Dans espace affine euclidien (resp. orienté), on peut introduire la notion de repére orthonormé
(resp. positif).

Définition 4.1.2. Un repeére orthonormé (O, (by,...,b,)) (resp. positif) est un repere tel que
la base (b1, ...,by,) soit orthonormée (resp. positive).

Dans un repére orthonormé, il est simple d’obtenir les coordonnées d’un point P quelconque.
Le résultat suivant est analogue a celui que nous avons rencontré dans les espaces vectoriels
euclidiens (voir le corollaire 3.3.4).

Proposition 4.1.3. Les coordonnées d’un point P dans un repére orthonormé (O, (by,...,by))
sont données par

P:((OB,by),.... (OP,by))™.

Démonstration. On se rappelle que les coordonnées de P sont les composantes de (ﬁ’ dans
(b1,...,by), et on applique la proposition correspondante pour les bases orthonormées. O

Définition 4.1.4. La distance euclidienne du point P au point @ de A, notée d(P, Q) est définie
par

d(P,Q) = [PG|.
Les propriétés de la distance euclidienne sont rassemblées dans le résultat suivant.

Proposition 4.1.5. On a

1. d(P,Q) = d(Q, P) pour tous P,Q € A;

2. d(P,Q) = 0 pour tous P,Q € A et d(P,P)=0;

3. d(P,Q) +d(Q, R) > d(P, R) pour tous P,Q,R € A;

4. d(P,Q) =0 si, et seulement si, P = Q.
Remarque 4.1. Les trois premieres propriétés ci-dessus sont celles qui définissent en général
une pseudo-distance. La quatrieme est celle qui définit les distances parmi les pseudo-distances.

La troisieme propriété est appelée inégalité triangulaire. Elle exprime que dans un triangle, la
somme des longueurs de deux cotés est supérieure a la longueur du troisieme.
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Démonstration. Ce sont des propriétés de la norme des vecteurs dans ’espace vectoriel euclidien
définissant 1’espace affine A. O

Passons maintenant au théoreme de Pythagore et a sa généralisation.

Proposition 4.1.6. Soit un triangle A, B,C. On a alors
|ABJ2 = |[ACP + |CBJ? — 2|AC||CB| cos(a)
ot « est l’angle non orienté entre CA et CB. En particulier, le triangle est rectangle en C' si,

et seulement si, on a
[ABJ? = |ACP> + |CBP.
Démonstration. On a
|AB2 = (AB, AB) = (AC + CB, AC + CB).
Apres développement par bilinéarité et symétrie du membre de droite, on obtient

[AB|? = |AC2 + |CB|? + 2(AC,CB) = |AC|* + |CBJ> — 2(CA,CB),

— —
qui donne le résultat annoncé, vu la relation (C'A, C@) = ]CAHC@ | cos(a). Le cas particulier
est alors évident. O

Enfin, il est important de pouvoir calculer la distance de deux points en fonction de leurs
coordonnées.

Proposition 4.1.7. Si les coordonnées de P et QQ dans un repeére orthonormé sont (p1,...,pn)"~
et (qi,...,qn)", alors la distance d(P, Q) est donnée par

d(P,Q) =

Démonstration. Nous devons calculer 4/ (1@, ]@> Les composantes de ]@ dans la base associée
au repere sont par hypothese (¢1 —p1,. .., ¢, — ppn). Puisqu’on est dans une base orthonormée, le

produit scalaire est la somme des produits des composantes, et on obtient le résultat annoncé. [

4.2 Variétés affines orthogonales

La notion d’orthogonalité pour les variétés affines se déduit aussi de la notion mere pour les
sous-espaces vectoriels. Dans le cas des plans en dimension 3, elle ne doit cependant pas étre
confondue avec la notion de perpendicularité, que nous définirons en fin de chapitre.

Définition 4.2.1. Les variétés affines A + F et A’ + F’ sont dites orthogonales si leurs sous-
espaces vectoriels directeurs F' et F’ sont orthogonaux.

Voici quelques cas particuliers intéressants. Il est utile de remarquer que 'orthogonalité de
sous-espaces peut étre vérifiée sur des parties génératrices de ces sous-espaces.
e Pour le cas des droites, si d = A+)u( et d = A'+)v(, alors d_Ld’ si, et seulement si
(u,v) = 0. On obtient donc le résultat suivant.
Si u et v admettent respectivement pour composantes (u1,...,u,)~ et (v1,...,v,)"~ dans
une base orthonormée, alors on a d1d’ si, et seulement si ujvy + - -+ + u,v, = 0.
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e En dimension 3, le seul cas intéressant en dehors de deux droites est celui d’une droite et
d’un plan. On considére une droite d = A+)u( et un plan 7 = B+)v,w(. On a alors dL 7
si, et seulement si (u,v) = (u,w) = 0.

On a aussi d_Lm si, et seulement si, 7 = ?l, ce qui s’exprime encore par le fait que u soit
une normale a 7. Si dans un repere orthonormé, on a

T =a12x1 + asxs +asrs =b

et si dans la base associée au repere, on a u : (ug,u2,u3)™, alors on a d_L si et seulement
si (u,u2,us) est multiple de (a1, as, as).
e En dimension 3, deux plans ne sont jamais orthogonaux. En effet, si w et 7’ étaient deux

plans orthogonaux, alors on aurait par exemple R

dimension 2, alors que le deuxieme est de dimension 1.

, mais le premier espace est de

4.3 Projections orthogonales

Ici encore, on se sert abondamment de la notion de projection orthogonale dans les espaces
vectoriels. Je présente d’abord la proposition qui justifie la définition qui suit.

Proposition 43_1> Soit V = A+ F une variété affine et P € A. Il existe un unique point
P’ eV tel que YPP'(LF. De plus, on a P' = A—i—pv(ﬁ) =P —va(ﬁ).

Démonstration. 11 suffit de décomposer le vecteur ﬁ, de maniére unique, en la somme d’un
vecteur de F et d'un vecteur de F-. Il existe u € F, v/ € F uniques tels que AP = u + /.
On a alors directement A +u = P — u/. Notons ce point P’. Il est dans V car il s’écrit A + u.
D’autre part, on a

—
PP = -/ e F*,

ce qui montre que P’ satisfait les conditions de 1’énoncé. Si P” satisfait également les conditions

de I’énoncé, alors N
AP — AP" +P'P, et AP = AP +P'P

sont deux décompositions de ﬁ en la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de F-. On a
donc AP = AP;’, qui donne P’ = P”. O

Définition 4.3.2. L’unique point P’ défini par la proposition précédente est appelé projection
orthogonale de P sur V. Il est noté pi5(P).

Voici maintenant une caractérisation géométrique.

Proposition 4.3.3. La projection orthogonale de P sur V = A + F est l'unique point P’
d’intersection des variétés affines orthogonales A+ F et P + F*.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, la projection P’ de P appartient 4 V = A+F,
mais comme on a aussi PP’ € F- alors P € P+ F+. Donc P' € A+ FN P+ F et cette

intersection n’est des lors pas vide. C’est donc une variété affine, dont le sous-espace vectoriel
directeur est F'N F+ = {0}. C’est donc le singleton {P'}. O

Proposition 4.3.4. Soit m Uhyperplan déterminé par le point A et le vecteur normal N, c’est-
a-dire

r={XeA: (AX,N) =0}

(AP, N)

|N|?

et P e A. Alors on a

pL(P)=P =P — N.
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Démonstration. On applique la proposition 4.3.1 et la formule donnant la projection orthogonale
sur 71 =)N{(. O

Nous pouvons également déterminer la projection orthogonale d’un point sur une droite.

Proposition 4.3.5. Soit d = A+)u( et soit P € A. La projection orthogonale de P sur d est le

point
(AP, u)

pzji_(P>:P/:A+ ‘u|2

U.
Démonstration. On applique la proposition 4.3.1 et la formule donnant la projection orthogonale
sur la droite vectorielle engendrée par u. O

4.4 Distances de variétés affines, et cas des dimensions deux et
trois

On a étudié la distance de deux droites, d’un point & une droite, & un plan dans I’enseignement
secondaire, sans toujours avoir une idée claire de la définition. En fait la distance entre deux
ensembles peut étre définie de maniere simple, quels que soit les ensembles considérés.

Définition 4.4.1. La distance entre deux sous-ensembles £ et F non vides de A est définie par
d(€,F) =inf(D), ou D={d(A,B):AcE,BeF}

Il est important de remarquer que la distance entre deux ensembles est toujours bien définie,
car le sous-ensemble D de R est fait de nombres supérieurs ou égaux a 0. Il admet donc une
borne inférieure, qui est de plus supérieure ou égale a 0.

On dit que la distance entre £ et F est réalisée si il existe un couple de points A € Eet B € F
tels que d(A4, B) = d(€,F). Ce n’est pas toujours le cas. A titre d’exemple, considérons ’espace
affine euclidien R? muni de son produit scalaire préféré, et soient & = {(z,y)~ € R? : y = 0},
et F = {(z,1)~ : 2 # 0}. On montre assez facilement que d(£,F) = 0, mais il n’existe aucun
couple de points A et B satisfaisant d(A, B) = 0.

Le cas des variétés affines est différent. La distance est toujours réalisée, et on peut méme la
calculer facilement dans de nombreux cas.

Il est utile de se remémorer ce que I'on connait de la distance de deux droites dans le plan,
d’un point a une droite dans le plan, de deux plans en dimension 3, d’un point et d’un plan...

Une constante se dégage et je vous la livre dans le théoréme général suivant, que nous
appliquerons pour récupérer tous les cas que nous connaissons.

Théoréme 4.4.2. Soit V = A+ F et V' = B + F' deuz variétés affines. Il existe un unique
vecteur PP’ satisfaisant les conditions suivantes :

1. PeVetP eV;
—
2. YPP'( est orthogonal a F et a F'.
— —
On a PP = p(FJrF/)L(ﬁ). La distance de V et V' vaut |PP’|. Si FNF' = {0}, alors la distance

est réalisée par un unique couple (P, P’).

[
Démonstration. Démontrons 'unicité du vecteur PP’. S’il satisfait les conditions 1 et 2 de

I’énoncé, on a alors I
AB = (AP + P'B) + PP

Le premier terme est alors dans F + F” et le second dans (F + F')*. C’est donc nécessairement
p(F+F1)L(1@), vu l'unicité de la décomposition de AB.
Démontrons I'existence d’un couple (P, P’) satisfaisant la premiére propriété. On a

A= (F+F)e (F+F)*.
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On peut donc décomposer /ﬁ de maniere unique en
1@ =Upyp + U(ppFryLs

et on décompose upipr en up + up, ot up € F et upr € F'. Clest possible vu la définition de
F + F’. On a alors
B—A—UF — Upr = U(F+F/)L

et il suffit de poser P =A+up € Vet P': B—uj € V. Alors on a
—
PP, = u(F—‘,—F’)J— :p(F—f—F’)J—(ﬁ)v

s
donc en particulier PP’ est orthogonal a F et a F’.
Pour tous X € Vet X’ € V', on a alors

— , — —
XX'P = |XP+ PP + PX|? = |PPP+|XP+ PX'? > PP (4.1)

7 7 H H % 7 . . \
On a donc démontré que | X X'| > |PP’|, et donc que |PP’| réalise la distance de V a V'.
Enfin, supposons qu'un couple (X, X') réalise la distance. L’équation (4.1) donne alors | X P+

—
P'X']? = 0, donc ﬁ = —P'X’. Ce vecteur est dans F N F’, donc il est nul. On a alors
(P,P) = (X,X'). O

Remarque 4.2. Ce théoreme implique par exemple 'existence d’une perpendiculaire commune
(unique) a deux droites gauches, en dimension 3 bien sir.

Particularisons au cas ou une des variétés affines est un singleton.

Corollaire 4.4.3. La distance d’un singleton {B} d une variété affine V est réalisée : on a
d(B,V) = d(B,B’) ou B’ est la projection orthogonale de B sur V. La distance est réalisée de
maniere unique.

Démonstration. On agplique le théoréeme précédent, avec F' = {0}. On a d(B,V) = d(P, P’) ou
P =B, P €V et PP est orthogonal & 7 Le point P’ est donc la projection orthogonale de B
sur V. L’unicité résulte aussi du théoréme général. O

Dans le cas ou la variété est un hyperplan 7, on peut calculer facilement la distance.

Corollaire 4.4.4. Soient 7 = A+ 7 un hyperplan, N une normale a cet hyperplan et B € A.
On a alors
_ [{AB,N)|

[N

En particulier, si dans un repére orthonormé m admet pour équation

d(B,)

T=cx1+--+epxn,=2>0
et si B a pour coordonnées (pi,...,pn)", alors on a

_ lepr - 4 capn — bl

A4+ c

d(P, )

Démonstration. On applique le théoreme général avec F' = T et F! = {0}. La distance est

donnée par |p, . (AB)| Puisque 7+ =)N{, on a

(4B, N)
an(E) = WNv

et on arrive a la conclusion du premier point en prenant la norme.
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Si A a pour coordonnées (ai,...,a,) et si P et m sont comme dans ’énoncé, alors le vecteur
N de composantes (cy,...,c,)" est une normale & 7 et on a zﬁ :(pr—ai,...,pn—ay)”. Ona
donc
(AP, N)| _ Jen(pr — a1) + = + ca(pn — an)
N = .
V] EE—
Puisque A est dans 7, on obtient le résultat demandé. O

Un autre corollaire d’importance est le suivant, qui donne la distance d’un point a une droite.

Corollaire 4.4.5. Soit D la droite déterminée par le point A et le vecteur directeur u et soit

B e A. Alors on a
— |AB|sin(a)

ot v est l’angle non orienté entre Ag et u.
En particulier, pour un espace affine euclidien de dimension 3, on a

|AB A4l

Jul

d(P,D) =

ou le produit vectoriel est calculé dans une orientation quelconque.

Démonstration. 1l s’agit de calculer d(P, P’), ot PP’ = Dyy Ag Il est plus facile de calculer
la projection sur )u( : elle vaut
(A g, u
—u.
Juf?

On a donc

s
E = PP + @u
—
Puisque PP’ et u sont orthogonaux, on obtient
A’é
PP = [AB2 — (A2 2\ TBP — (4B cos())?

On peut prendre la racine carrée des deux membres et arriver a la premiere formule puisque
sin(«) est positif.

Pour le cas particulier, on se rappelle la formule donnant la norme du produit vectoriel :
[AB Al = |AB||ul sin(a). O

Terminons cette section par I'analyse de la distance de deux variétés affines dans les espaces
affines euclidiens de dimension deux et trois.
4.4.1 Le cas de la dimension 2

Outre les cas que nous avons considérés, il ne reste en dimension deux que le cas de deux
droites. Le résultat est alors sans surprise.

Proposition 4.4.6. Si D et D' sont sécantes, alors d(D,D’) = 0. Si D et D' sont paralléles,
alors on a d(D,D’) = d(P, P") pour tout P € D, si P est la projection de P sur D'.
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4.4.2 Le cas de la dimension 3

On a en dimension trois le cas de deux plans ou le cas de deux droites. Pour le cas de deux
plans, le résultat et la preuve sont analogues a ceux de la proposition 4.4.6. Elle est laissée
comme exercice.

Proposition 4.4.7. Si 7 et @’ sont sécants, alors d(w,7') = 0. Si 7 et ' sont paralléles, alors
on a d(m,w") = d(P, P") pour tout P € w, si P’ est la projection de P sur «'.

On terminera en traitant le cas de deux droites. Dans le cas ou elles sont paralleles ou
sécantes, le résultat et la preuve sont encore analogues au précédent. Traitons le cas de deux
droites gauches.

Proposition 4.4.8. Si les droites D = A+)u( et D' = B+)v( sont gauches, alors la distance
de D a D' est réalisée de maniére unique, en des points P € D, et P' € D' tels que PP’ soit une
droite orthogonale a D et D'. Elle vaut

I[AB, u, 0]
lu o]

Démonstration. La distance est réalisée de maniére unique car )u(N)v(= {0}. On la calcule en

calculant la norme de la projection orthogonale de ﬁ sur le complément orthogonal de )u, v(.
Une base de ce complément orthogonal est donnée par u A v. Donc la projection est donnée par

[E, u, v]

lu A v]?

<E,U/\’U>

Av.
lu A vl? wnv

uNv=

La norme de ce vecteur donne le résultat annoncé. O

4.5 Angles de droites et plans

Nous commencons par la définition de I'angle de deux droites. Intuitivement, deux droites
sécantes déterminent un seul plan et dans ce plan déterminent deux angles supplémentaires, au
sens ou cela a été défini dans I’enseignement secondaire.

Plus précisément, si u et v’ sont des vecteurs directeurs des droites D et D', alors ces angles
(non orientés) sont les angles ajet as déterminés d’une part par u et v’ et d’autre part par —u
et v’. On a donc

(u, u')

cos(aq) = il et cos(ag) =

= —cos(ay).

Par convention, on décide que ’angle des deux droites est le plus petit des angles aq, ag, c’est-
a-dire celui dont le cosinus est positif ou nul.

Cette définition ne dépend pas du fait que les droites soient sécantes ou non. On arrive donc
a la définition suivante.

Définition 4.5.1. L’angle des droites D = A+)u( et D' = A'4)u'( est I'angle o € [0, F]
déterminé par
[ (u, u')]|

cos(a) = T

- ullu

On remarque que 'angle de deux droites ne dépend que de leur direction et non de leur
position précise. En effet, si D’ est parallele & D", alors D’ et D" partagent les méme vecteurs
directeurs et I'angle de D et D’ est égal a 1’angle de D et D”.

Remarque 4.3. Attention a ne pas confondre la formule ci-dessus avec la formule donnant I’angle
non orienté entre deux vecteurs. Cette derniere ne contient pas de valeur absolue.

Pour introduire 'angle d’une droite et d’un hyperplan ou ’angle de deux hyperplans, on se
rameéne au cas précédent.
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Définition 4.5.2. L’angle d'une droite D et d’un hyperplan 7 vaut 3 = § — « ol « est I'angle
entre D et une normale quelconque N a 7. On a donc

P (AR
sin(3) = I[N

ou u est un vecteur directeur de D et N une normale a .

Définition 4.5.3. L’angle de deux hyperplans 7 et 7’ est angle o entre deux de leurs droites

normales quelconques. On a donc

_ NN
“osle) = N

ot N et N’ sont des normales & 7w et 7’ respectivement.
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Chapitre 5

Théorie des courbes

Dans ce chapitre, nous présentons quelques points simples de la théorie des courbes. L’objet
de cette théorie est de formaliser le mouvement d’un point dans un espace affine. La position du
point dépend d’un parametre qui peut étre le temps, mais pas uniquement.

On va s’intéresser a la trajectoire parcourue par le point, c¢’est-a-dire a l’arc de courbe géo-
métrique, mais aussi a la maniere de parcourir cet arc de courbe, c’est-a-dire le paramétrage de
cet arc.

Nous considérons un espace affine euclidien orienté A (bien que le produit scalaire ou Iorien-
tation ne soient pas utiles pour certaines notions), et nous fixerons éventuellement un repére
orthonormé positif dans cet espace. Enfin nous étudierons en détail le cas de la dimension 3,

puis nous donnerons les spécificités de la dimension 2. Voici quelques exemples classiques :
A

3T t=24
e

9 1

1

i¢

Les coordonnées des points A, B et C' dépendent d’un parametre ¢ (qui peut par exemple
étre le temps). Ce parametre varie dans un intervalle de R, que nous noterons 2. Nous devrons
calculer la dérivée des coordonnées, et il est donc commode de supposer que cet intervalle est
ouvert. Dans le repére représenté sur la figure ci-dessus, les points A, B et C ont pour coordonnées

A(t) :((1 + 2cos(t)) cos(t), (1 + 2cos(t)) sin(t))~, t €]0, 27|
B(t) :(4 4 (1 + cos(t)) cos(t), (1 + cos(t)) sin(t))~, t €]0, 27|
C(t) (8 + sin(t), 2 cos(t))”, t €]0, 27].

Les courbes correspondantes portent les doux noms de Limagon de Pascal, de Cardioide, et de
courbe de Lissajous.
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5.1 Quelques points techniques

Nous donnons ici les définitions nécessaires de calcul différentiel pour les fonctions a valeurs
vectorielles ou a valeurs dans un espace affine. L’idée simple est de choisir une base ou un repére
selon le cas, et d’étendre les définitions du cours d’analyse, composante a composante. Ensuite,
on montre que cette définition est indépendante du choix de la base ou du repere choisi. On
considere des applications définies sur un ouvert 2 C R.

Définition 5.1.1. Une application P définie sur € et a valeurs dans un espace affine A est
continue (resp. dérivable, de classe C)) si il existe un repere R = (O, (b1,...,by)) tel que les
coordonnées de P soient des fonctions continues (resp. dérivables, de classe C).

La définition est identique pour une fonction a valeurs dans un espace vectoriel FE. On
demande ’existence d’une base dans laquelle les composantes de P ont la propriété demandée.

La définition est indépendante du choix d’un repeére, en ce sens que si la propriété considérée
est vraie dans un repere, elle est vraie dans tous les reperes, comme le montre la propriété
suivante.

Proposition 5.1.2. Soit P : Q — A une application. Si les coordonnées de P dans un repére
R = (O, (b1,...,by)), sont continues (resp. dérivables, de classe Cp), alors elles le sont dans
tout repére.

Démonstration. Si dans le repére R l'application P : Q — A : u +— P(u) s’exprime en coordon-
nées par

z1(u)

P(u) : : (5.1)
avec des fonctions z1,...,z, continues (resp. dérivables, de classe C}) de © dans R, alors dans
un autre repere R/, on a

y1(u)

Plu): |
Les fonctions yi, ..., ¥y, sont obtenues en fonction de z1,...,x, par la formule de changement
de repere :

Y1 (u) = a11$1(u) + -+ alnxn(u) + bl

: = Yu € Q, (5.2)

Yn(u) = aniwi(u) + -+ appvn(u) + by,
ou les coefficients a1, ..., ann, b1, ..., b, sont des constantes. Les théoremes classiques du cours
d’analyse permettent alors de montrer que les fonctions yi,...,y, sont continues (resp. déri-
vables, de classe Cp). O

Remarque 5.1. La méme construction permet de définir une fonction dérivable, différentiable
ou de classe C, définie sur un ouvert 2 de R* et de traiter ainsi des fonctions de plusieurs
parametres.

Si Papplication P est dérivable en un point ug € €2, d’apres notre définition, c’est que ses
coordonnées admettent des dérivées en ce point, dans tout repere. On peut donc définir la
dérivée.

Définition 5.1.3. Soit P : 2 — A une application dérivable en un point ug € €2, qui s’exprime
dans un repére par (5.1), alors la dérivée de P en ug est I’élément de X donné dans la base B
par
Dqu‘l(uO)
Duﬁ(uo) : : (5.3)

Duxn(u0>
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Encore faut-il vérifier que cette définition est indépendante du choix du repeére. Si P a des
coordonnées x1,...,T, et yi,...,y, dans les repeéres R et R’, alors ces coordonnées sont liées
entre elles par la formule (5.2). La dérivée dans le repére R’ s’exprime alors en fonction de la
dérivée dans le repere R par la relation

Dy (uo) air - a1p\ [ Duxi(uo)

Duyn(uﬂ) an1 - Qpn Duwn(uo)

On constate que c’est la formule de changement de base qui est utilisée ici, donc ﬂ(uo)
est indépendant du choix du repeére, si on précise que c’est en fait I’élément de j dont les
composantes dans la base B du repére R sont données par (5.3). C’est pour insister sur ce fait
que l'on note la dérivée lﬁ(uo).

Remarque 5.2. Nous avons utilisé ici une approche en coordonnées assez classique : on a constaté
que la dérivée d’une fonction & valeurs dans un espace affine devait étre considérée comme un
vecteur pour que la construction soit indépendante du choix du repere. C’est un procédé tres
courant, en particulier en physique, ou on définira des objets au moyen de coordonnées, et ou
leur “loi de transformation” lors d’un changement de coordonnées définira le type d’objet qui a
été défini (point, vecteur, forme différentielle, tenseur...). Ici nous avons constaté que la dérivée
suit la loi de transformation des vecteurs.

On aurait en fait pu définir la limite en un point d’une fonction & valeurs dans un espace
affine, et généraliser la construction faite au cours d’analyse pour définir la dérivée par

D?(UO) :}LILI%) P(UO—I-h})L—P(uO)‘

Le résultat aurait été le méme, et on aurait vu directement qu’il s’agit d’un élément de j, il
aurait cependant fallu alors expliquer comment calculer cette limite, et vous auriez été privés
d’un raisonnement classique dans certaines branches de la physique.

Enfin, on remarquera que les mémes raisonnements s’appliquent pour une fonction a valeurs
dans un espace vectoriel E (ici encore, de dimension finie). La dérivée en un point ug est définie
dans une base, composante & composante et I’objet ainsi défini suit la loi de transformation des
vecteurs; c’est donc un élément de E. Bien siir, en laissant varier ug, on obtient une fonction a
valeurs dans F.

5.1.1 Quelques résultats sur la dérivation des fonctions a valeurs vectorielles

Quand on a a sa disposition des fonctions sur un ouvert 2 C R a valeurs dans un espace
vectoriel muni d’opérations telles que le produit scalaire, le produit mixte..., on peut en construire
de nouvelles par composition. Par exemple, si f et g sont des fonctions & valeurs dans un espace
euclidien, on peut construire la fonction (f, g) qui & tout u € § associe (f(u),g(u)). C’est une
fonction de 2 dans R, qu’il est utile de pouvoir dériver. C’est 'objet du résultat technique
suivant.

Proposition 5.1.4. Soient f,g,h des fonctions dérivables de £ C R dans un espace vectoriel
E, alors
o Si E est euclidien, on a

Dy((f(u), 9(u))) = (Duf(u), g(u)) + (f(u), Dug(w)), Vu € Q.
o En conséquence, si f et g ont un produit scalaire constant sur 2, on a
(Duf(u),g(u)) = —=(f(u), Dug(u)), Vue Q.

En particulier, si la norme de f est constante sur S, alors (D, f(u), f(u)) =0, pour tout
u € Q.
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e Si F est euclidien orienté de dimension 3, alors

Dy(f(u) A g(u)) = Duf(u) A g(u) + fu) A Dug(u),

et

Dy[f(u), g(u), h(uw)] = [Duf(u), g(u), h(w)] + [f (u), Dug(u), h(w)] + [ (u), g(u), Duh(u)].

Remarque 5.3. Ces résultats se retiennent facilement : les produits que nous avons défini (scalaire,
mixte, vectoriel) vérifient la régle de Leibniz.

Démonstration. 11 suffit d’exprimer le membre de gauche de chaque de ’égalité en fonction des
composantes des fonctions f, g, h dans une base orthonormée de E, de dériver, en appliquant
la régle de Leibniz classique et de constater que cela donne le membre de droite. En détail : Si
flw): (fi(w),..., fa(w)™ et sig(u): (g1(w),...,gn(u))~ dans une base orthonormée, alors on a

et

quel que soit u € Q.

La conséquence est évidente, si f et g ont un produit scalaire constant, on a D, (f(u), g(u)) =
0. De méme si f est de norme constante, alors (f(u), f(u)) est constant sur €2, puisque c’est le
carré de la norme de f(u).

Pour les deux autres relations, on utilise la proposition 3.4.14 dans une base orthonormée

positive (b1, be, b3). Si dans cette base f(u) : (fi(u), fo(u), fs(u))™, g(u) : (g1(u), g2(u), g3(u))™
et h(u) : (hy(u), ha(u), ha(u))™, on a

3
[f(w), g(u), h(w)) = > eijnfi(uw)g;(u)hy(u)
i k=1
et
3
f)Ag(u)= > eijnfi(uw)g;(w)b.
i7j7k:1
On dérive ces deux expressions et on arrive au résultat annoncé, comme plus haut. ]

Il est important d’avoir une regle pour la dérivation des fonctions composées. En effet, si je
décris la troisieme trajectoire de 'exemple introductif par ses coordonnées :

C(t) : (8 +sin(t),2cos(t))™, t€]0,2n|

alors je peux décider d’exprimer ¢ en fonction d’un autre “parameétre”. Par exemple en “posant”
t = 2u, j'obtiens une autre description

D(u) = C(2u) : (8 + sin(2u), 2 cos(2u))~, wu € Q' =]0,n|.

Je peux aussi poser t = In(u), puisque la fonction In définit une bijection entre |1, e*"| et |0, 27|
Je décrirai la méme trajectoire en définissant

E(u) = C(In(u)) : (8 + sin(In(u)), 2 cos(In(u)))~, u € Q' =|1,e*|.
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Proposition 5.1.5. Si P est une fonction de  C R dans A ou E, dérivable, et si ¢ : Q' — Q
est dérivable, alors P o ¢ est dérivable et on a, pour tout uj, € ' :

ECREEE D
Dy P o p(up) = DuP(t)|y=p(uy) Due(up).

Démonstration. La preuve n’est pas surprenante : on écrit P en coordonnées dans un repere et
on calcule les deux expressions : si P(u) : (z1(u),...,x,(u))™, alors

Poo(): (x1op),..., x50 o).

On dérive cette expression, en wu, composante & composante, en utilisant & chaque fois le théo-
reme de dérivation des fonctions composées :

(Do (x1 0 ¢))(ug) D1 () lu=p(uy) Dursp(t1g)
Dy P o p(up) : : = :
(Do (@ 0 @) (up) Doy (1) |lu=p(ug) Duw ¢(ug)
D1 (W) lump ()
= Dy p(ug) : ,
Dy () |lu=g(up)
qui donne bien le résultat annoncé. ]

Remarque 5.4. Bien que 'on indique généralement le multiple scalaire & gauche du vecteur, j’ai
laissé 1’énoncé dans cet ordre pour que 'on voie directement qu’il généralise le théoreme de
dérivation des fonctions de fonctions (ou fonctions composées) classique.

5.2 Arc réguliers de courbes : notions élémentaires

Nous pouvons maintenant passer a la théorie des courbes proprement dite. Nous allons définir
ce qu’est un paramétrage d’un arc régulier de courbe, la notion de paramétrages équivalents, la
tangente en un point d’un tel arc, 'orientation et la longueur d’arc, enfin, nous introduirons un
type de paramétrages qui permet de parcourir tout arc régulier de courbe “a vitesse constante”,
a savoir les paramétrages naturels.

5.2.1 Paramétrages : définitions et exemples

Définition 5.2.1. Un paramétrage de classe C, d'un arc régulier de courbe est un couple
(€2, P) ou Q est un intervalle ouvert de R et P : Q — A est une application de classe C), telle
que ﬁ(u) # 0 pour tout u € Q. Un arc régulier de courbe est ’ensemble P(Q2) ou (€, P) est
un paramétrage.

La condition de non annulation de la dérivée dans la définition est importante. Elle va entre
autres nous permettre de définir la tangente.

Exemple 5.2.2. Voici trois paramétrages de classe Co, d’'un demi-cercle :

1. 71 :]0,7[— A: a— (Rcos(a), Rsin(a)) ;

2. 9] —R,R— A:z— (z,VR?> — 2?);

3. 73] — 5, 5[ A: 0 (Rsin(), Rcos(0)).
Je vous laisse vérifier que la dérivée de ces fonctions ne s’annule pas. Voici encore un exemple
fondamental, qui montre que la théorie des courbes planes généralise ’étude des fonctions déri-
vables. De maniére générale, si f est une fonction de classe C), sur un intervalle Q2 de R, alors
on peut définir, dans un repére quelconque d’un plan affine A

v: Q= Az y(z): (x, f(x)).

—
La dérivée vaut alors D,y(z) : (1, D, f(z)), et ne s’annule visiblement pas.
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Par contre
B(t) : (44 (14 cos(t)) cos(t), (1 + cos(t))sin(t))™, t €]0, 27|

ne définit pas un paramétrage car

oy <_ sin(t)(1+ 2cos(t))>

cos(t) + cos(2t)

s'annule en t = 7. On a quand méme deux paramétrages de deux arcs réguliers définis par
la méme fonction, mais sur les intervalles |0, 7| et |m, 27[. Dans le cas présent, en utilisant les
propriétés des fonctions sinus et cosinus, on peut également recoller les morceaux et considérer
la fonction B sur l'intervalle | — m, w[. On obtient ainsi un paramétrage de classe Co d’un arc
régulier de courbe.

5.2.2 Paramétrages équivalents

Nous avons déja rencontré cette notion : je suis en train de considérer avec intérét le para-
métrage
C(t) : (8 +sin(t),2cos(t))™, teQ:]0,2n[
quand mon voisin Raoul vient m’embéter avec le paramétrage qu’il trouve fascinant :

E(u) : (8 +sin(In(u)),2cos(In(w)))™, e Q =]1,e* .

Apres quelques secondes de réflexion et ayant constaté que nous avons dessiné le méme arc
régulier, j’essaie de le convaincre qu’il m’a plagié : il a juste posé t = In(u) et remplacé ¢ en
fonction de u dans mon paramétrage. C’est alors logique qu’il obtienne le méme arc que moi.
Mais il n’en démord pas : il dit que je I’ai copié et que j’ai posé u = e’ et remplacé u par cette
valeur dans son paramétrage.

Nous avons en fait défini deux paramétrages équivalents du méme arc régulier de courbe,
puisque le logarithme et I'exponentielle définissent un changement de variables de classe Cy
entre Q et . Voici la définition exacte.

Définition 5.2.3. Deux paramétrages de classe Cp, (2, P) et (€, Q) d’un arc régulier de courbe
sont équivalents s’il existe un changement de variables (de classe Cp) ¢ : ' — € tel que

Q(t) = Pop(t) = P(p(t)) Vte

Remarque 5.5. Si aucune confusion n’est possible, il se peut qu’on ne change pas la dénomination
du paramétrage : on écrit P(u) et P(t). Il est alors entendu qu’on exprime u en fonction de ¢ en
“posant” u = ¢(t). On voit aussi la notation

P=Pu), u=u(u) donc P=P)=Pu)).

Exemple 5.2.4. Tous les paramétrages du demi-cercle que nous avons rencontrés plus haut
sont équivalents : on peut voir facilement la correspondance entre deux valeurs du parametre
qui définissent le méme point de 'arc :

1. On a vi(a) = y2(Rcos(a)) et donc y2(w) = 71(arccos(%)). La correspondance est donc
donnée par

r=¢(a) = Rcos(a) et a= arccos(%) = o Ya).
La fonction ¢ définit bien un changement de variables entre les intervalles considérés.
2. De méme, on a yi(a) = 13(5 — @) et 43(0) = 71(5 — 0);
3. Et par transitivité® y2(z) = y3(arcsin(5)) ; et 13(0) = y2(Rsin(0)).
On peut vérifier que toutes les fonctions permettant de passer d’un parametre a ’autre sont des

changements de variables entre les intervalles considérés.

Pour associer un objet géométrique a l’arc régulier de courbe défini par une classe de para-
métrages équivalents, il faut vérifier que cet objet ne dépend pas du paramétrage choisi pour le
définir, ou du moins étudier sa dépendance au paramétrage.

a. La relation “étre équivalent” est une relation symétrique et transitive dans ’ensemble des paramétrages.
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5.2.3 Tangente en un point d’un arc régulier

Nous connaissons tous la définition de la tangente en un point (zg, f(xg)) du graphe d’une
fonction dérivable. C'est la droite passant par ce point et qui a pour pente f'(xp). En d’autres
termes, cette droite admet comme vecteur directeur (1, f'(xg)). C’est la valeur en zq de la dérivée
du paramétrage. La définition géométrique de la dérivée du paramétrage suggere de généraliser
la définition de la fagon suivante.

Définition 5.2.5. La tangente en un point P(ug) d’'un arc régulier de courbe I' ayant pour
paramétrage (€2, P) est la droite passant par P(ug) et de vecteur directeur Duﬁ(uo).

Remarque 5.6. D’un point de vue intuitif, ﬂ(uo) représente le vecteur vitesse instantané en
ug. Si un point de 'arc correspond a plusieurs valeurs du parametre, comme c’est le cas pour
le limagon de Pascal (on dit alors que c’est un point multiple), il y a plusieurs tangentes en ce
point, une pour chaque valeur du parametre.

Voici quelques exemples.

P(uo) Dy P(uo)

/ -\ P(uo)
Do P(uo)

P(ug)
D P (ug)
D P(uo)

Puisqu’on a un les coordonnées d’un point et les composantes d’un vecteur directeur, on peut
bien sir calculer une équation cartésienne dans le repere qu’on s’est donné.

Exemple 5.2.6. Soit un paramétrage du cercle donné par P(#) : (Rcos(f), Rsin(0))™, 0 €
10, 2. Calculons une équation de la tangente en P(%). On a

T RvV2 RvV2

Py (V2 B2 Ty (2 B2

D)

On peut donc prendre (—1,1) comme vecteur directeur et la tangente a donc pour équation

e o e
—1 1
ou encore
z+y=RV2

Cependant, avant de calculer une équation, il est important d’étudier la dépendance de cette
définition au paramétrage.

Proposition 5.2.7. La définition de la tangente en un point d’un arc régulier de courbe est
indépendante du paramétrage.
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Démonstration. Soient (€, P) et (Q, Q) deux paramétrages équivalents d’'un méme arc régulier
de courbe. On sait qu’il existe un changement de variables ¢ de Q' dans Q tel que P = Q o ¢.
On se place en un point P(ug) de Parc régulier. Ce point s’écrit aussi Q(up) = P(e(ug)), si
up = ¢(ug). Dans le paramétrage P, la tangente contient P(ugp) et a pour vecteur directeur
D, P(up). Dans le paramétrage @, la tangente au méme point contient Q(ug) = P(up) et a pour
vecteur directeur D,/Q)(up). Mais on a, par la proposition 5.1.5 :

Dy Q(uy) = Dy P o p(ty) = DuP(w)msp(uy) Duripltty) = DB (1) Do ().

Les vecteurs directeurs sont multiples 'un de ’autre par un multiple non nul®. Les droites sont
donc égales. O

5.2.4 Orientation d’un arc régulier de courbe

Les exemples de paramétrage du cercle montrent que les paramétrages définissent naturelle-
ment un sens de parcours de I’arc régulier. Puisque I'intervalle sur lequel la fonction ¢ est définie
porte un ordre naturel (celui des réels), on le transporte sur I’arc de courbe.

Définition 5.2.8. Si (2, P) est un paramétrage, alors P(u) est avant P(usz) si u; < us.

Si mon voisin considére le méme arc de courbe mais avec un paramétrage (€', Q) équivalent
au mien, il aura le méme sens de parcours ou le sens opposé. Si (€2, Q) définit le méme sens
de parcours et si P(u1) = Q(u)) et P(uz) = Q(u)), si la condition u; < ug est équivalente
a la condition v} < uh. Si ¢ est le changement de variables liant P & Q, on a u; = ¢(u}) et
ug = @(ub). La condition précédente est satisfaite pour tout couple de points u}, u) si ¢ est

strictement croissante, ou si sa dérivée est positive. Cela motive la définition suivante ©.

Définition 5.2.9. Un paramétrage (2, P) et un paramétrage équivalent (',Q = P o ¢) défi-
nissent la méme orientation si D,p(v) > 0 pour tout v € . Dans le cas contraire, ils définissent
une orientation différente.

Exemple 5.2.10. Les paramétrages v; et 72 du demi-cercle sont équivalents, comme nous
I'avons déja vu : on a yi(a) = y2(Rcos(a)). Le changement de variables est défini par

(o) = Rcos(a)

est tel que Dyp(a) = —Rsin(«) est négatif sur |0, 7[. Ces deux paramétrages ne définissent donc
pas la méme orientation sur le demi-cercle.

Vu le théoreme de dérivation des fonctions de fonctions, on peut démontrer qu’il n’y a que
deux orientations possibles : si mon voisin et moi avons des paramétrages ayant une orientation
différente, et si le frére de mon voisin arrive avec un troisieme paramétrage équivalent, il sera de
la méme orientation avec le mien, ou de la méme orientation avec celui de mon voisin.

5.2.5 Longueur d’arc et paramétrage naturel

Quand on a un arc régulier de courbe dans un espace affine euclidien, il est assez naturel
de vouloir calculer sa longueur. On peut faire la méme chose pour la partie de ’arc comprise
entre deux points P(a) et P(b). L’idée est d’approcher la longueur par la somme de longueurs
de segments consécutifs dont les extrémités sont sur I’arc régulier. En voici une représentation
graphique :

b. Puisque ¢ est un changement de variables, sa dérivée ne s’annule pas.
c. Cette définition pourrait étre une proposition, mais je ne ’ai pas présentée comme telle au cours.
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Bien str, si on ajoute des points au découpage du segment [a,b] (ou [b,a] si b < a), on aug-
mente la somme des longueurs des segments ainsi construits. La longueur d’arc correspond alors
naturellement & la borne supérieure de ces sommes de longueurs, quand elle existe.

Définition 5.2.11. La longueur de I’arc de courbe déterminé par (€2, P) entre P(a) et P(b) (si
a < b) est le nombre

n+1
sup Z |P(x;) — P(xi—1)|

D:[a:xo,xl<...<xn<b:xn+1] i=1
quand cette borne supérieure existe (auquel cas 'arc de courbe est dit rectifiable).

Le cas particulier des graphes de fonctions dans le plan est traité dans le cours d’analyse,
comme application de l'intégrale de Riemann. Nous admettrons le résultat général suivant.

Proposition 5.2.12. Si (2, P) est un paramétrage de classe Cy et si a < b sont dans 2, alors
la longueur d’arc entre P(a) et P(b) vaut

[ 1DPw)a

Remarque 5.7. Si b < a et dans les mémes conditions, on calcule la longueur d’arc entre les deux
points P(a) et P(b) par la formule
a
/ Dy B (v)|dv.
b

C’est facile de se le rappeler : la longueur doit étre positive.

La notion de longueur d’arc permet de repérer un point sur un arc régulier de courbe : si on
fixe P(ug) comme point de repeére, on repere le point P(u) par la longueur d’arc entre P(ug) et
P(u) siu > up (c’est & dire si P(u) est aprées P(ug) dans lorientation définie par P), et 'opposé
de cette longueur sinon.

Définition 5.2.13. Si (2, P) est un paramétrage de classe C; et ug in €. L’abscisse curviligne
s(u) de P(u) est la longueur d’arc entre P(ug) et P(u) si up < u et 'opposé de cette longueur
d’arc si u < ug.

Puisqu’on a une expression explicite de la longueur d’arc, on peut facilement calculer I’abs-
cisse curviligne d’un point quelconque.

Proposition 5.2.14. Si (2, P) est un paramétrage de classe Cy, alors l’abscisse curviligne de
P(u) vaut
u
s(u) :/ Dy B(v)|dv.
up

Démonstration. Siug < u, s(u) est la longueur d’arc entre P(ug) et P(u) et on a son expression
par la proposition 5.2.12. Si u < ug, alors s(u) est 'opposé de la longueur d’arc, c’est a dire

stw) = [V DBl = [ 1D, B(w)|dv,

ce qui termine la preuve. O
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Etant donné un paramétrage P, on a défini 'abscisse curviligne associée & tout point P(u).
11 est utile de voir que cette fonction, qui & tout u associe s(u), est un changement de variables.

Proposition 5.2.15. L’abscisse curviligne est une fonction a dérivée strictement positive :
Dys(u) = |Duﬁ(u)] >0 Yue.

Elle définit donc un changement de variables s : Q — s().
Le changement de variables inverse, noté u = u(s) est tel que

1
Dgu(s) = Do) lu=u(s)-

Démonstration. Le premier point est un conséquence du théoreme fondamental du calcul inté-
gral : [ |D,P(v)|dv est I'unique primitive de | D, P(u)| qui s’annule en ug. La dérivée de s(u)
est donc strictement positive et s définit un changement de variables (strictement croissant), par
le théoreme de la fonction inverse. Le deuxieme point découle également du méme théoréme. [J

5.2.6 Paramétrages naturels

L’abscisse curviligne permet de définir un type de paramétrages particuliers, dit paramétrages
naturels. L’idée intuitive est de parcourir I'arc régulier de courbe a vitesse constante, unitaire.
La vitesse étant naturellement représentée par la norme de la dérivée du paramétrage, on arrive
donc a la définition suivante.

Définition 5.2.16. Un paramétrage (2, P) est naturel si on a |Duﬁ(u)| = 1, pour tout u € Q.

Encore faut-il, pour que la notion soit utile, qu’il existe suffisamment de paramétrages na-
turels. Etant donné un arc régulier de courbe, donné par un paramétrage, on peut toujours lui
associer un paramétrage naturel équivalent, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 5.2.17. Tout paramétrage (2, P) est équivalent @ un paramétrage naturel, donné
par l'abscisse curviligne.

Démonstration. Soit (€2, P) un paramétrage. On sait que 'abscisse curviligne définit un change-
ment de variables, que nous notons s(u). Si on note l'inverse u = u(s), on obtient un paramétrage
défini par Q(s) = P(u(s)). On a alors, par la proposition 5.1.5

DyG(s) = DuP (W) yeus) Dsu(s).

On sait également par la proposition 5.2.15 que

1
Dsu(s) = D) |u=u(s)-

On a donc
w o Duj (u)|u=u(s)
s (3) = ?
’DU (u)|u=u(s)
C’est visiblement un vecteur unitaire. O

On peut remarquer que le paramétrage naturel associé a (€2, P) n’est pas unique : si on
change de point de repére pour calculer ’abscisse curviligne, on lui ajoute une constante. Si on
change d’orientation, ’abscisse curviligne change de signe. On peut démontrer que ce sont les
seuls paramétrages naturels que 'on peut associer a (€2, P).

Exemple 5.2.18.
P(u) = (Rcos(u), Rsin(u)), sé€]—m,n

n’est pas naturel mais le paramétrage
Y(s) = (Reos(5), Rsin()), s €] =R 7R],

est naturel.
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5.3 Le triéedre de Frenet

Dans cette section, nous allons définir trois vecteurs normés associés a chaque point d’un
arc régulier de courbe. Pour que cela puisse se faire et pour que cela ait une utilité, nous nous
placons dans un espace affine euclidien orienté de dimension 3 (bref, la généralisation de I’espace
usuel dans lequel nous vivons).

Le premier vecteur est simple & définir, c’est le vecteur tangent unitaire.

Définition 5.3.1. Soit (€2, P) un paramétrage d’'un arc régulier de courbe et ug € 2. Le vecteur
tangent unitaire en P(ug) est
D, (uo)

’Duj (uo)
Remarque 5.8. On devrait écrire t(ug), pour signifier que ce vecteur dépend du point en lequel
on se place. Cela alourdirait les notations.

Il faut bien sir étudier la dépendance au paramétrage de ce vecteur. On voit sur les repré-
sentations qu’il y a deux vecteurs unitaires possibles. Chacun est associé a un sens de parcours
de I'arc régulier de courbe, c’est a dire a une orientation.

Proposition 5.3.2. Si (Q, P) et (', Q) définissent des paramétrages équivalents, alors les vec-
teurs tangents en P(ug) = Q(ug) définis par ces deux paramétrages sont égaux ou opposés. Ils
sont égaux si et seulement si les paramétrages définissent la méme orientation.

Démonstration. Si @Q est équivalent & P, il y a un changement de variables ¢ : Q' — Q tel que
Q(u') = P(p(u)). On a up = ¢(ug), et on utilise la formule habituelle :

Du(uh) = Do (P o @)(uh) = Du(utg) D o).

On divise alors ce vecteur par sa norme pour obtenir

DuQul)  DuP(ug) Dyp(ub)

DwOl)|  [DuPlug)| Duwelup)]

On constate que les deux vecteurs tangents unitaires sont multiples I'un de ’autre par un facteur
qui vaut 1 quand Dy p(uj) > 0 et —1 dans le cas contraire. O

Le vecteur tangent unitaire est facile a calculer quand on est dans un paramétrage naturel.

Proposition 5.3.3. Si on a un paramétrage naturel (2, s — P(s)), alors on a
t(s) =P (s) = DaP(s).

Démonstration. Dans le cas d’un paramétrage naturel, le vecteur dérivé Dy ?)(s) est déja normé.
Il n’y a donc pas besoin de le diviser par sa norme. O

Remarque 5.9. La notation utilisée dans le résultat précédent est générale : étant donnée une
fonction f & valeurs dans un espace vectoriel, on note f’(u) le vecteur dérivé D, f(u). Quand
on est dans un paramétrage naturel, on insiste sur ce fait en notant la dérivée par un point. On

L]
note donc f (s) le vecteur Dsf(s). On garde aussi souvent la lettre s pour le parametre naturel.

Si on veut maintenant analyser la variation de t en fonction de s, on est amené a calculer sa
dérivée, comme d’habitude. Il est important de remarquer que la norme de t étant constante, la
dérivée de t mesure sa variation “en direction”.

Proposition 5.3.4. Le vecteur t est orthogonal a t.

Démonstration. C’est une application de la proposition 5.1.4. ]

P. Mathonet, Université de Liege, Faculté des Sciences, Département de Mathématique 86



Chapitre 5. Théorie des courbes

Cette proposition nous permet d’introduire un autre vecteur important, le vecteur normal
principal.

Définition 5.3.5. Soit (€2, P) un paramétrage naturel d’un arc régulier de courbe. La courbure
de l'arc régulier de courbe au point P(s) est le nombre

r(s) = | & (s)]-

Si k(s) # 0, alors le vecteur normal principal en P(s) est

Remarquons que si le vecteur tangent unitaire change de signe si on change de paramétrage
naturel en changeant d’orientation, ce n’est pas le cas du vecteur normal principal. Quand
k(s) # 0, on définit le rayon de courbure au point P(s) par R(s) = %

Ayant deux vecteurs orthogonaux, il est naturel d’en définir un troisiéme.

Définition 5.3.6. Soit (€2, P) un paramétrage naturel d'un arc régulier de courbe. Le vecteur
binormal, encore appelé la binormale au point P(s) est le vecteur

b=tAn.

Remarque 5.10. Dans certains ouvrages on définit b = n A t. Il en résulte des changements de
signe dans certaines formules.

Le vecteur b est aussi un vecteur normé. Ces trois vecteurs et le point en lequel ils sont
calculés permettent de définir trois plans. Ces trois plans forment le triedre de Frenet.
Définition 5.3.7. 1. Le plan osculateur au point P(s) est déterminé par le point P(s) et les

vecteurs t(s) et n(s);
2. Le plan normal au point P(s) est déterminé par le point P(s) et les vecteurs n(s) et b(s);
3. Le plan rectifiant au point P(s) est déterminé par le point P(s) et les vecteurs t(s) et b(s).

Nous allons maintenant établir les formules de Frenet. Ces formules expriment la dérivée des

vecteurs t, n et b dans la base orthonormée positive (t,n,b). C’est important car la variation

de ces vecteurs permet d’étudier la variation des trois plans définis plus haut.
Pour ce faire, nous devons encore introduire un parametre, a savoir la torsion.

Définition 5.3.8. Soit (€2, P) un paramétrage naturel d’un arc régulier de courbe. La torsion
en un point P(s) tel que k(s) # 0 est définie par

7(s) = (1 (5),b(s)).

Théoréme 5.3.9 (Formules de Frenet). Soit (Q, P) un paramétrage naturel d’un arc réqulier de
courbe. Les dérivées des vecteurs t, n, b en un point P(s) en lequel la courbure n’est pas nulle
sont données par les formules suivantes.

E = Kn
n = —rt+ Thb;
t.) = —7n.

Démonstration. La premiere formule est la conséquence de la définition de n. Pour la deuxieme

LN 7’ hd hd 7’ . .
et la troisiéme, on décompose n et b dans la base orthonormée (t,n,b). On a ainsi

n= (n,t)t + (0,n)n + (0, b)b.
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On applique alors la proposition 5.1.4 : puisque n est normé, on a <r.1, n) = 0. D’autre part, par
définition on a (1 (s), b(s)) = 7. Enfin, puisque (n(s), t(s)) = 0 pour tout s, on a

De la méme maniere, on obtient

b= <1°),t>t + <f>, n)n + <f),b>b,
avec
(b,t) = —(b,t) = —(b, k) = 0;
(byn) = —(b, 1) = —(b, —rt + 7b) = —7;
(b,b) =0,
et le résultat est prouvé. ]

Enfin, il est utile de pouvoir calculer les vecteurs du triedre de Frenet dans un paramétrage
qui n’est pas naturel. En effet, méme si on sait qu’un tel paramétrage existe toujours, il n’est
parfois (méme souvent) pas facile de calculer I’abscisse curviligne, puis d’inverser le changement
de variables qu’elle définit.

Théoréme 5.3.10. Soit I' un arc régulier de courbe et un paramétrage quelconque (2, P) de T'.
On a alors

_ P,
a) t = P ;
_ [P'AP"]
b) R = ‘P’|3 )
et, si k # 0
_ P'AP"
¢) b= prapm ;
o P//\P// P/ .
d) 0= 1prapr A
o [P/7PN7P///]
e) T = TPTAPTE

Avant de nous lancer dans la preuve, il nous faut un résultat technique concernant les dérivées
des fonctions définies sur le domaine d’un paramétrage. Si (€2, P) est un paramétrage quelconque
d’un arc régulier de courbe, on a défini abscisse curviligne s : Q — s(©2) = ©'. On note u(s) le
changement de variables réciproque (inverse). On note par la méme lettre le paramétrage établi
a partir de €', mais on marque la différence en notant P(s). On peut faire de méme avec toute
fonction définie sur €2 : si f : 0 — F est une fonction a valeurs dans un ensemble E, espace
vectoriel ou affine, alors on pose 4

f: = E:s— f(s) = f(u(s)).
Proposition 5.3.11. On a la relation fondamentale

N0
PO = P

(5.4)

Démonstration. C’est encore une fois la formule donnant la dérivée des fonctions composées (la
proposition 5.1.5). On a

F(5) = DLf(5) = Duf (u(5)) = D (Wt Delus) = il

C’est le résultat annoncé, si on admet ’abus de langage consistant a laisser tomber la précision
u = u(s) dans la formule. O

d. avec un léger abus de notation, puisqu’on utilise le méme symbole pour cette nouvelle fonction.
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Démonstration du théoréme 5.3.10. Pour t, il s’agit de la définition. Calculons maintenant ’;
En utilisant (5.4) et la régle de dérivée des quotients (composante & composante), on obtient
° t/ 1 P”’P,‘ _ ‘P,‘/P/ B P”|P/’—|P/’/PI

ST PpE PP

[ ]
Deux cas peuvent alors se présenter : soit on est en un point ot t= 0 (i.e. kK = 0), soit on est en

un point ou ;75 0 (i.e. K # 0). Dans le premier cas, on constate par la formule ci-dessus que P’

et P” sont des vecteurs linéairement dépendants, et donc |P’ A P”| = 0. La formule annoncée
pour k est donc valide et on ne peut pas aller plus loin, puisque b, n et 7 ne sont pas définis en
ce point.

Dans le deuxiéme cas, on calcule

° P/ P”|P,‘ _ |P,‘/P/ P/ /\P/l
tA t= P A( =

|P”3 ) - |P/|3

L]
En utilisant la premiere formule de Frenet, on trouve tA t= kb, donc on a

P'A P
e
qui donne d’une part
b |P" A\ P"|
K = |k =
PR
et d’autre part
b kb P'AP" P B P'A P
- K - ’P”?’ ‘P’/\P”‘ - ‘P//\PN"

On a ensuite n = b A t puisque (t,n,b) est une base orthonormée positive, ce qui donne la
valeur annoncée pour n.

[ ]
Il reste a établir la valeur de 7. Par la troisiéme formule de Frenet, on a 7 = —(b, n). Il est

alors naturel de calculer b, toujours de la méme facon.

° bl 1 ( Pl /\P/l >/ B (P/AP//1)|P//\P1/| _ |P/ AP//|/(PI/\P/I)

b= 15 T P\ AP P[P A P2

Il est alors utile de remarquer que le dernier terme du numérateur est orthogonal & n, vu
I'expression de n que nous avons démontrée (ou celle de b), donc

<l.) > <P//\P”/, (P//\P”) /\Pl>
T = — n = -—
’ |P”2|P’/\P”|2 ’

on conclut alors en utilisant la formule du double produit vectoriel. ]

5.4 Normale et courbure signées des courbes planes

Dans cette section, on se place dans un espace affine A orienté et de dimension 2, muni d’un
repeére orthonormé positif (O, (b1, b2)).

On se donne un arc régulier de courbe I' et un paramétrage quelconque (2, P). Ici encore,
on peut au besoin utiliser I’abscisse curviligne pour obtenir un paramétrage naturel.

La définition du vecteur tangent unitaire t en un point P(u) de I'arc régulier de courbe est
la méme que celle donnée en général. Cependant, puisque le vecteur normal unitaire doit étre
normé et orthogonal a t, il est déterminé au signe pres. On adopte en dimension deux une autre
convention pour définir le vecteur normal principal. Le vecteur binormal n’a plus de raison d’étre
en dimension deux et n’est donc pas défini.
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Définition 5.4.1. La normale signée ns en un point d’un arc régulier de courbe est I'unique
vecteur tel que (t,n2) soit une base orthonormée positive. La courbure signée ko en un point

d’un arc régulier de courbe est le nombre tel que t= kono.

Puisqu’on est en dimension 2, le complément orthogonal du sous-espace vectoriel engendré
par t est de dimension un, donc ns et n = é sont multiples I'un de l'autre (par un facteur de
module 1). Puisqu’on a les formules .

KN :E: Koz,

on constate que deux cas (exclusifs) peuvent survenir du moins quand k n’est pas nul :
1. nyg =n, k2 = K, k2 > 0, et ny est orienté dans le sens de la concavité de la courbe (comme
n).
2. no = —n, kKo = —K, kg < 0, et ny est orienté dans le sens contraire de la concavité de la
courbe (comme —n).
Il est donc utile de connaitre le signe de ko pour connaitre le sens de concavité de la courbe. Le
résultat suivante donne les éléments t, ny et k3 dans un paramétrage quelconque.

Proposition 5.4.2. Pour tout paramétrage (2, P) d’un arc régulier de courbe, on a

0! /() #(u) ()
o <y'<u>> B (zz'(a)) det <y'<u> y”(u))

no=————7% Kg=

TP WAy R [P )] [P/ (u)[?

Démonstration. Nous avons déja donné la preuve pour t (voir le triedre de Frenet). Je vous la

rappelle : on a
a'(u)
. P y'(u)

P VA W) 4y ()
Pour no, on constate que I'expression proposée définit bien un vecteur normé et orthogonal a t.
Il est aussi tel que (t,n2) soit une base positive, puisque

P) —y(w)
det <y'<u> x’<u>)
Vo) + (W)

Pour calculer k3, on calcule encore E Ce calcul a déja été fait. Je le rappelle :

g (2" W)\ oy (2 ()
e ot 1 P”|P’—|P’\’P’:‘P|<y"(u)> ol (z/(@)

ST PP RE

[ ] [ ]
On a toujours t= k2ng qui donne k2 = (t,n2). Donc en prenant en compte le fait que le dernier
terme du numérateur de la fraction ci-dessus est orthogonal & no, on obtient

a’(u)\ [y ()
. <<y//(u)> ) ( 2/ (u ))

K2 = <t7n2> = |P/’3

Cela donne le résultat annoncé, apres calcul du produit scalaire. ]

Cette proposition fournit un moyen simple de calculer la courbure k9, et donc de déterminer
le sens de la concavité des courbes planes.

Le résultat suivant donne une interprétation de ko comme une mesure de variation de la
direction du vecteur t. Cette variation de la direction est mesurée rigoureusement par la variation
de I’angle orienté entre le vecteur de base by et t.
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Proposition 5.4.3. Si dans un paramétrage naturel (2, P) d’un arc de courbe plane, on écrit
t(s) = cos(¢(s))b1 + sin((s))be,

ot v est une fonction dérivable, alors on a ka(s) = Dsp(s) =1 .

Démonstration. 11 suffit d’utiliser les formules de la proposition précédente pour un paramétrage
naturel. On obtient directement

) )
Y (s) z (s)

On a donc, selon I’hypothese

[ ]
L’identité t= xomng s’écrit alors

D,(cos(i(s)) _ (= sin(u(s)

Dy(sin(tp(s)) cos(¥(s)) )’
ce qui donne le résultat en calculant les dérivées dans le membre de gauche, vu que le facteur
de k9 dans le membre de droite ne s’annule pas. ]
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Chapitre 6

Appendice : Calcul matriciel

6.1 Eléments de calcul matriciel

Nous avons défini dans le premier chapitre les espaces vectoriels RY formés des matrices a p
lignes et ¢ colonnes. Nous savons donc comment additionner de telles matrices (de méme type),
et comment multiplier une matrice par un nombre. Nous allons voir ici comment multiplier des
matrices entre elles. Le produit matriciel ainsi défini aura ’air quelque peu artificiel, mais on
constate que ce produit ainsi défini sert directement dans les changements de base, mais sert
également pour représenter des applications linéaires entre espaces vectoriels dans les cours d’al-
gebre et de physique. La définition s’expliquera alors naturellement en termes de compositions
d’opérateurs linéaires.

6.1.1 Sous-matrices

Soit A € R}'. Une sous-matrice de A est la matrice obtenue en sélectionnant certaines rangées
de A et en supprimant les autres. Par exemple, en sélectionnant les deux premiéres colonnes et
la premiere et la troisieme ligne d’une matrice a 3 lignes et 3 colonnes, ou en supprimant la
troisiéme colonne et la deuxiéme ligne, comme ceci

1 2
A= 4—5—%
7 8
1 2
Ansie = (7 8)'

On note entre parentheses les lignes et les colonnes qui sont sélectionnées dans A. La sous-matrice

on obtient la sous-matrice

n’est pas obligatoirement carrée, puisqu’on a

Apazs =(1 2 a).

Un cas particulier important est celui ot I’on ne sélectionne qu’une ligne et une colonne.

Définition 6.1.1. Soit A € R} une matrice. On note Ag; la sous-matrice obtenue en supprimant
la ligne 7 et la colonne j dans A.

Dans I'exemple précédent, on avait donc A 3,1,2) = A3 3. De méme dans la matrice

B =

N SN

0
Lf,
1

S W o
S Q-

on a
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6.1.2 Déterminants des matrices carrées : définitions

Nous allons maintenant définir I’application déterminant, qui a toute matrice carrée associe
un nombre réel. Nous le ferons par induction (ou récurrence) sur la taille de la matrice.

Définition 6.1.2. Si A € R} =R, alors det(A) = A. Si A € R!'{], alors

n+1
det(A Z ar,;(—1)7* det(A; 5)-

7

On pourrait penser que cette définition est circulaire puisqu’elle définit I'application det &
partir d’elle méme. Mais c’est bien une définition par induction, puisque dans le membre de
droite de I’égalité ci-dessus, les matrices dont on considére le déterminant sont dans R}!. Avant
de considérer des exemples, voici un peu de terminologie.

Définition 6.1.3. 1. Soit A € R} une matrice. Un mineur d’ordre p de A est un déterminant

d’une sous-matrice de A a p lignes et p colonnes;
2. Si A € R, le mineur de I'élément a;; est det(4; ) ;
3. Si A € R™, le cofacteur de I'élément a; ; est A; j = (—1)"+7 det(4; ;)

),

Puisque chaque élément d’une matrice carrée peut étre associé a son cofacteur, il est naturel
de ranger ces cofacteurs dans une matrice de méme taille, la matrice des cofacteurs, notée A ou
cof (A), et définie par

(cof (4))i; = (A)iy = (1) det(4; ;).

La formule que nous avons utilisée pour définir le déterminant s’appelle alors régle des cofacteurs
(sur la premiere ligne) et s’écrit alors

n+1
det(A) = Z al,jAl,j.

Décrivons maintenant explicitement le cas des matrices de taille 2, 3 et 4.

1. Pour une matrice A a deux lignes et deux colonnes, on a

a1l a1
det = a11A11 + a12A12 = a11a22 — aioaz.
G21 @22
Le calcul a entreprendre peut étre représenté de maniere graphique :

an_ 412
azi 77022

2. Pour une matrice a trois lignes et trois colonnes, on a

ail a2 a3
det [ a21 a2 a2 | = ai A + arnAiz + a1z Az
aszyp as2 dass

a a9n- a a a a
= a1 det 22 0230 ajo det 2 28 + a3 det 2 022
aszz ass azr ass aszr as2
= a11(ag2a33 — agzaz3) — a12(ag1a33 — agra1z) + a13(ag1as2 — azraz2).

Ici aussi le calcul peut étre représenté de maniere graphique. C’est la regle de Sarrus?.

\i\w

asi ass s

a. Pierre Sarrus (1798-1861).
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3. Enfin, pour une matrice a quatre lignes et quatre colonnes, on n’a plus la méme interpréta-
tion graphique en termes de diagonales de la matrice dont on veut calculer le déterminant,
mais on utilise simplement la définition. On a donc

ailz a2z a3 a4
a1 QG22 az3 a24
a3y azz asz as4
aq1 Q42 @43 Q44

det = a11A11 + a12A12 + a13A13 + a1 A

a2 Q23 a4 a1 a3 a4
=ajrdet | azga az3 azs | —aipdet | az1 azz ass
a4 @43 Q44 as1 @43 Q44

a1 az a4 a1 az a3

+ajzdet | az1 aszs azs | —asdet [ a3 azx ass

as1 Q42 Q44 as1 Q42 43

On est ainsi ramené au calcul de quatre déterminants de matrices a trois lignes et trois
colonnes.

6.1.3 Déterminants des matrices carrées : propriétés

Les propriétés caractéristiques du déterminant sont données dans la proposition suivante.

Proposition 6.1.4. Le déterminant est une application multilinéaire sur les colonnes des ma-
trices : on a pour tous C1,...,Cy,C] € R™, tout réel \ et tout i <n

1. det(Cy...Ci+Cl...Cp) =det(Cr...Ci...Cp) +det(Cr...CL...Ch),

Le déterminant est antisymétrique sur les colonnes : une matrice A et la matrice obtenue en
permutant deuz colonnes de A ont des déterminants opposés. Enfin, le déterminant de la matrice
identité vaut 1.

Pour tout n € Ng, lapplication déterminant est l'unique application définie sur R} a valeurs
réelles et satisfaisant ces trois propriétés.

Démonstration. Nous avons défini le déterminant par induction. Il est donc naturel de démontrer
cette proposition par induction. Pour n = 1, on a det(c; + ¢}) = ¢1 + ¢} = det(c1) + det(c]) et
det(Ac1) = Aep = Adet(cy). L’antisymétrie n’est pas définie puisqu’il n’y a qu’une colonne. On
peut cependant montrer directement 'antisymétrie pour n = 2.

Supposons que le déterminant vérifie les propriétés pour des matrices de taille n et démon-
trons que c’est encore vrai pour des matrices de taille n+1. Soient C1, ..., Cpy1, Cl des éléments
de R+,

Pour tout z € R"*!, notons Z 1’élément de R obtenu en supprimant la premiére composante
de z. On a alors par définition, pour la matrice A = (C1...C; + C}...Cpy1) :

n+1
det(4) = > (C)i(-1)Y*'det(Cr...j...Ci+Cl...Crta)
j=1.j#i
+ (Ci+ (=) det(Cy...7...Criy)

On applique alors ’hypothése d’induction pour tous les termes de la premiére somme, et le fait
que (C; + Cl)1 = (Cy)1 + (C})1 pour obtenir le résultat demandé.
On procede de la méme facon pour démontrer 'identité

det(C1 LD AC L Cn—‘rl) = )\det(C’l LGl Cn+1)~
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En ce qui concerne l'antisymétrie, cette propriété est équivalente au fait que le déterminant
s’annule pour les matrices ayant deux colonnes sont identiques. Cette propriété est vraie pour

n =2 caron a
det (u u) =uv —uv = 0.
vov

Supposons que le déterminant soit antisymétrique pour les matrices de taille n et considérons
maintenant une matrice A carrée de taille n+ 1, ayant deux colonnes identiques, disons la i-éme
et la j-éme, avec i < j. On a donc A = (C;...Ci—1 X ... X ...Cpy1). Quand on applique

i J
la regle des cofacteurs, on calcule des déterminants de matrices de taille n ayant deux colonnes
égales, sauf quand on considere les cofacteurs des éléments sur les colonnes ¢ et j. On a donc

det(A) == Xl(*l)i—‘_l det(ﬁl PN Cifl CiJrl PN Cj,1 y .. Cn+1)
+ Xl(—l)j+1 det(ﬁl .. Ciq YCZ-H ce Cj—l . Cn+1)

On en déduit que det(A) = 0, en utilisant 'antisymétrie pour les matrices de taille n.

Enfin, on montre directement par récurrence sur n que det(I,) = 1.

Supposons avoir une application f de R} dans R satisfaisant les trois propriétés de I’énoncé.
On a alors f(a) = af(1) = a = det(a). On peut alors supposer que toute application satisfaisant
les conditions de I’énoncé sur R} est égale au déterminant, et tenter de le montrer pour RZI%

Soit A = (C1,...,Cpq1). Décomposons chaque colonne C; en aj je; + C]’-. On a alors

f(A) = f(are1 + C{, <o, A1 pt1€1 + C1lz+1)-

On peut alors développer cette expression en utilisant la multilinéarité de f. Cela donne en
principe 2" termes. On peut cependant remarquer que les termes contenant au moins deux
colonnes multiples de e; sont nuls, par antisymétrie. On a donc

n+1
f(A):f<Ci,...7 ’I/’L+l +Zaljfcl’. ] 1,61’0‘;‘+1’...7 ’I/’LJr].)'
Par antisymétrie, on a aussi
n+1
f(A):f(Civ’ 7/‘L+1 +Za1,J (61,017"' ] 15 ],’+1"'-707/z+1)'
Vu les propriétés de f, Papplication qui a (C1,...,Cj_1,Cji1,...,Cht1) associe
f(el,cl7... ] 1 ‘;'+17...7 7/1+1)

satisfait les trois conditions de I’énoncé, sur des matrices de taille n. On a donc

f(e]_,cl,... ,7 13 ‘;4_1,,C,'/l_,’_l):det(ﬁl?70]_17C]+17,Cn+1)

Les vecteurs C1,...,C}, | sont n+ 1 combinaisons linéaires de ey, ..., ep41. Ils sont donc linéai-
rement dépendants. L'un est combinaison linéaire des autres. Supposons que ce soit C}, ;. On a

donc C} 1 = Y11 AiCj. Dans ce cas, on a

n

f(ciﬂv 7,L+1) = Z)\lf(Ci,,C;”CZ/) =0
i=1
par antisymétrie, et on peut conclure que f(A) = det(A) pour toute matrice A € RZﬂ O

En corollaire de cette proposition, on obtient des propriétés supplémentaires du déterminant.
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Corollaire 6.1.5. Pour tout A € R}, on a pour tout i <n
n
det(A) = Z a; j Ai j
j=1
et pour tout 5 < n
n
det(A) = Za@in,j.
i=1

Ce sont les régles des cofacteurs pour les lignes et les colonnes. On a aussi det(A) = det(A™) et
det(AB) = det(A) det(B) pour toute matrice B € R}.

Démonstration. Pour les deux premieéres identités, on vérifie comme plus haut que ces expressions
définissent une application multilinéaire, antisymétrique et qui donne la valeur 1 & la matrice
identité. O

Le déterminant trouve son utilité a travers la proposition suivante.

Proposition 6.1.6. Les éléments C1,...,C, de R™ sont linéairement dépendants si, et seule-
ment si on a det(Cy,...,Cp) =0.

Démonstration. Pour n = 1, le résultat est évident (et sans réelle utilité). Nous supposerons des
lors n > 2. Si C,...,C), sont linéairement dépendants, alors un de ces vecteurs est combinaisons
linéaires des autres. Supposons, pour ne pas alourdir les notations, que ce soit C,,. On a donc
C, = ZZ;% A Ch, ou les coefficients A\, ..., \,_1 sont réels.

Par linéarité du déterminant sur la derniere colonne, on a alors

n—1

det(Ch,...,Cp) = > Aidet(Cy, ..., Cr1,Cy),
i=1
et donc det(CY,...,C,) = 0, vu I'antisymétrie du déterminant.

Nous prouvons la réciproque par récurrence sur n. Pour n = 1, on a det(Cy) = C car C} est
un nombre. Donc si det(C1) = 0, alors C; est nul et donc linéairement dépendant. Supposons le
résultat vrai pour n € {1,...,k — 1} (k > 2) et prouvons le pour n = k. Soient C1,...,C) des
vecteurs de R¥ satisfaisant det(Cy,...,C}) = 0.

SI C4,...,C} sont combinaisons linéaires des vecteurs es, . . ., e; de la base canonique de R¥,
alors ils sont linéairement dépendants, par le théoreme de Steinitz. Dans le cas contraire, un de
ces vecteurs a une premiere composante non nulle et, quitte a les renuméroter, on peut supposer
que C1 # 0. On définit lors les vecteurs

Ca1
Ci1

Cr1
Cia

Ch=Cy— =210y, ..., 0L =0 — 2Ly

et on a
det(C1,...,Cr) = det(Cy,Ch, ..., CL) =0

Par définition, ce dernier déterminant vaut aussi
C1,1 det(Ch, ..., C%)

ou chaque 5} € RF=1 est obtenu & partir de C]’- en supprimant la premiére composante (nulle)
de ce vecteur.

Vu I'hypothese de récurrence et puisque Cj 1 # 0, les vecteurs @, . ,CT,Q sont linéairement
dépendants dans RF~! : il existe des coefficients s, ..., jp—1 € R, non tous nuls, tels que

sTh + -+ O = 0.

Cette relation reste vraie pour les vecteurs Cj, ..., C}, puisque leur premiére composante est
nulle. On a alors
k
ko 1iCi
1,1
et on conclut que Cq,...,C}) sont linéairement dépendants. ]
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6.1.4 Rang d’une matrice

La notion de rang d’une matrice nous sera particulierement utile d’ici peu. Le rang peut étre
facilement calculé a ’aide de déterminants.

Définition 6.1.7. Soit A € R}}. Le rang de A est le nombre maximal de colonnes de A linéai-
rement indépendantes (dans R™). On le note rg(A4) ou p(A4).

Par définition le rang de A est donc la dimension dans R™ de I’enveloppe linéaire des colonnes
de A. Le théoréme suivant, dont la démonstration est quelque peu technique, permet un calcul
du rang a ’aide des déterminants, et sera un premier pas fondamental pour obtenir des équations
cartésiennes de sous-espaces vectoriels.

Proposition 6.1.8. Le rang d’une matrice A € R} est l'ordre du plus grand mineur non nul de
A. C’est aussi le nombre mazimal de lignes linéairement indépendantes de A.

On déduit de la définition du rang et de cette proposition que le rang d’une matrice est
inférieur ou égal au nombre de colonnes et au nombre de lignes de cette matrice. On peut déja
faire des exemples simples.

Exemple 6.1.9. On a
1 2
rg|2 41 =1
3 6

puisque le nombre maximal de colonnes linéairement indépendantes est 1.

On a

=2

O
ST

1
rg | 2
3

. 2 2 . . .
car le mineur det 3 4> est non nul, tandis que le seul mineur d’ordre 3 dans cette matrice est

nul. De la méme maniére, on a

1
rg 0] =2
3

N O =
o O O

Le calcul systématique du rang nécessite I’évaluation de beaucoup de déterminants. D’apres
la définition une matrice est de rang r si :

1. Elle admet un mineur d’ordre r non nul;
2. Tous les mineurs d’ordre strictement supérieur a r sont nuls.
Le calcul du rang nécessite donc de vérifier ’annulation d’un nombre considérable de détermi-

nants.

Définition 6.1.10 (Matrices bordées). Soit A € R} et B une sous-matrice de A de type (r,7).
Une sous-matrice B’ de A borde B si B’ est de type (r + 1,7 + 1) et si B est une sous-matrice
de B'.

En d’autres termes B’ borde B si B’ est obtenue en sélectionnant dans A toutes les rangées
de B, et une colonne et une ligne de plus. Cette définition se transpose directement en termes
de mineurs.

Exemple 6.1.11. Si

3 1 s 0

0 e 3 =2 3
A=|-1 3 27 0,5/, B:A1,2;173:< W)

0 V3 V3 1 0 3

-3 V2 2 4
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alors les sous-matrices qui bordent B sont

3 1 3 s 0
A(1,2,3;1,2,3) = 0 e 3 s A(1’2’3;173,4) = 0 3 -2,
-1 3 2,7 -1 2,7 0,5
3 1 7 3 © 0

A(1,2,4;1,2,3): 0 e 3 aA(1,2,4;1,3,4): 0 3 =2,
0 vV2 V3 0 V3 1

et finalement A1 95123y, A(1,2,51,34)- Il 0’y en a donc que 6, contre 40 sous-matrices d’ordre 3.
Cette définition prend tout son sens au vu du résultat suivant.

Proposition 6.1.12 (Déterminants bordés). Soit A € RE. Le rang de A est r si, et seulement
1,
1. la matrice A admet un mineur d’ordre r non nul;

2. tous les mineurs d’ordre r + 1 qui bordent ce mineur sont nuls.

6.2 Systemes linéaires

Un systéme d’équations linéaires a p équations et n inconnues (que nous notons 1, ..., Ty,)
est un ensemble d’équations de la forme

anTi+ - FaT, = b
ap1T1+ - FappTn, = by
ot les coefficients ai1,...,apn, b1, ..., b, sont réels. Nous noterons généralement (.S) un tel sys-
teme d’équations.
Une solution d’un systéme (S) d’équations est un n-uple (z1,...,2z,)~ de R™ qui satisfait

simultanément toutes les équations de (.5).

Le systéeme (S) est dit compatible s’il admet au moins une solution. Il est dit incompatible
dans le cas contraire. Dans le cadre de ce cours et en particulier dans les pages qui suivent, nous
nous intéresserons aux conditions de compatibilité des systemes linéaires.

La matrice A de RP définie par

ail -+ Qin
A=
a/p]_ “ e a/pn
est appelée matrice des coefficients du systeme (S) tandis que le n-uple b = (b1,...,b,)~ de R?
est le terme indépendant du systéme (S). En notant x le n-uple d’inconnues (x1, ..., x,)~, nous

observons directement que le systeme (5) peut étre mis sous forme matricielle :

ailr - Qin 1 b1

apt -+ Qpn Tn by
ou encore Az = b. On peut également lui donner une forme intermédiaire, dite forme vectorielle :
all A1n bl
apl apn by

Enfin, un systéme linéaire est dit homogéne si son terme indépendant est nul. Etant donné un
systeme (.5), le systéme homogene associé a (S) est le systéme obtenu en remplagant le terme
indépendant de (S) par 0.
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Exemple 6.2.1. L’ensemble d’équations

) 2rx1 — 19 + x3 =1
(S)'{3$1—5$2—|—4ZE3 = 0

est un systeme linéaire de 2 équations a 3 inconnues. Il peut étre mis sous forme matricielle en

2 -1 1) () _ [
3 =5 4) |72 \o
T3
Il s’agit d’un systéme compatible puisque le triplet (5/7,3/7,0) est une solution de (5). Ce sys-
téme n’est pas homogene puisque son terme indépendant est (1,0)™, mais le systéme homogene

associé a (.5) est
) 21 —x0 + 23 =0
(SO) ' { 3rx1 —bxo+4x3 = 0

Voici un second exemple, avec un systeme incompatible.

Exemple 6.2.2. Le systeme d’équations

. xr1 + T2 = 3
() : { 201 + 229 = 8 (6:2)

est un systeme linéaire de 2 équations a 2 inconnues. Il est visiblement incompatible. Par contre
le systéme homogene associé a (S) est compatible et admet méme une infinité de solutions.

Le systeme d’équations
) 1 + x2 = 3
() : { 201 +2x2 = 6 (6.3)

est un systéme linéaire de 2 équations & 2 inconnues. Il est compatible. Il admet une infinité de
solutions.

L’exemple précédent nous amene a poser une derniere définition.

Définition 6.2.3. Un systeme linéaire qui admet une solution unique est dit déterminé. S’il
admet plusieurs solutions, il est dit indéterminé. Deux systeémes linéaires & n inconnues (S) et
(S”) sont dits équivalents s’ils ont les mémes ensembles de solutions. On note alors (S) < (5).

6.3 Compatibilité et structure des solutions

On pourrait penser de maniere naive que, pour analyser les solutions d’un systémes, il suffit de
comparer le nombre d’inconnues (parfois appelés “degrés de liberté”) du systeéme avec le nombre
d’équations. En effet, chaque équation ameéne une contrainte sur les inconnues et permet en
principe d’exprimer une inconnue en fonction des autres. La conclusion serait alors que s’il n’y a
pas assez d’équations, le systéme serait indéterminé, s’il y a trop d’équations, le systéme serait
incompatible, et s’il y a le bon nombre, il serait déterminé.

Les systémes considérés a l’exemple 6.2.2 montrent que cette vision des choses est trop
simpliste. D’une part, il y a des contraintes contradictoires sur les équations, et d’autre part le
comptage des équations doit se faire de maniére précise.

En effet, de maniére générale, on peut toujours “dupliquer” (recopier) une équation d’un
systeme linéaire. On obtient alors un systéme équivalent a celui de départ :

1 1 2 3 1 1
( 12 3) Ty | = <1> est équivalent a 1 2 3 o | =11
0 2 1

-1 2 1
T3 -1 X3 0
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De maniere un peu plus intelligente, on peut toujours ajouter & un systéme linéaire une équation
qui est combinaison linéaire des équations du systéme, sans changer ’ensemble des solutions :

on a
T 1 6 7 T 2
(sg:(_ll . f) 2 :@ o (S| 1 2 3| [w] =1 (6.4)
T3 -1 2 1 I3 0

En lisant cette équivalence dans l'autre sens, on voit qu’on peut enlever dans un systéme une
équation qui est combinaison (linéaire) des autres et obtenir un systéme équivalent, qui comporte
une équation de moins.

En conclusion, ce n’est pas le nombre d’équations qui est important, mais bien le nombre
d’équations “qui ne sont pas combinaisons des autres”, ou en d’autre termes, le nombre maximal
d’équations linéairement indépendantes. On peut caractériser ce nombre a partir de la matrice
des coefficients A et du terme indépendant b. Pour ce faire, on introduit une notation supplé-
mentaire.

Définition 6.3.1. Si A € RP et B € RE,, on note (A|B) la matrice dont les colonnes sont celles
de A suivies de celles de B.

Le nombre maximal d’équations indépendantes dans un systéme linéaires est donc rg(A|b).
Il est donc naturel que ce nombre joue un role important dans les résultats qui suivent, puisque
c’est le nombre de contraintes indépendantes (utiles) que ’on impose aux inconnues.

En ce qui concerne les contraintes contradictoires, considérons encore l’exemple 6.2.2. Le
premier systéme n’admet pas de solution, car le membre de gauche de la deuxieme équation est
le double de celui de la premiere, mais cette relation n’est pas vraie pour les membres de droite.
On constate plus facilement ce fait quand le systéme est mis sous forme matricielle : dans ce

cas, on a
11 11 3
() (319

Les lignes de A sont linéairement dépendantes, mais puisque 8 ne vaut pas 2 - 3, celles de (A|b)
ne le sont pas. En d’autres termes, ’ajout de la colonne b a fait augmenter le rang.

On peut également reprendre I'exemple des systemes (S1) et (S2) de (6.4). Ils sont équivalents
et compatibles puisque par exemple = = (1/2,1/4,0) est solution du premier. Dans le systéme
(S2), la premiére équation vaut 2 fois la deuxiéme plus la troisitme. D’un point de vue matriciel,
on a

1 1
rg(A)=rg| 1 1 =rg(A|b).

NN O

7 7
3 =2=r1g 3
1 1

NN D
O = N

-1 -1

Si nous modifions un peu cet exemple pour considérer le systeme

1 6 7\ [z 4
S| 1 2 3| |z|=]1],
1 2 1) \uy 0

nous concluons évidemment que ce systéme n’est pas compatible. En effet, les membres de gauche
satisfont toujours la relation évoquée plus haut, mais ce n’est plus le cas des membres de droite
correspondants. Dans ce cas, on a

1
1 =3.

6 7 6 7
2 3| =2, et rg(Alb)=rg 2 3
2 1 2 1

O = o

-1

Nous rassemblons maintenant ces différentes constatations dans un résultat dont nous admet-
trons la preuve.
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Proposition 6.3.2. Un systéme linéaire a p équations et n inconnues qui s’écrit Ax = b est
compatible si, et seulement si, on a rg(A) = rg(Alb).

Un systéme homogéne a p équations et n inconnues Ax = 0 est toujours compatible. L’en-
semble de ses solutions est un sous-espace vectoriel de R™ de dimension n — rg(A).

On peut appliquer ce résultat pour étudier la compatibilité des systémes. Je vous propose
de démontrer les faits suivants :

1. Le systeme d’équations

3r1+2x2+x3 = 1
1 +2x9+3x3 = 7
1 + 22 + 23 = 2

est compatible. L’ensemble des solutions du systéme homogene associé est un sous-espace
vectoriel de R? de dimension 2.

2. Le systeme d’équations

3x+5y = 4
6x+ Ay = 10

est compatible pour tout A € R\ {10}. Il est incompatible pour A = 10. L’ensemble des
solutions du systeme homogene correspondant est un sous-espace vectoriel de dimension 0
si A # 10 et de dimension 1 si A = 10.

3. Si (u1,u2)™ € R?\ {0}, alors le systéme d’équations

ur = a
usx = b
. . . uy a
est compatible si, et seulement si, on a det (u b) = 0.
2

4. Si (u1,u9,u3)™ et (vi,v2,v3)" sont lindairement indépendants dans R3, alors le systéme
d’équations
mTr+uy = a
uax +vy = b
usr +v3y = ¢

est compatible si, et seulement si,on a

uy v a
det |us vy b | =0.
us vy ¢

5. L’ensemble des solutions du systeme d’équations a 3 inconnues
r1+ax9+2x3=0

est un sous-espace vectoriel de R3 de dimension 2. Exprimer les solutions comme combi-
naisons linéaires de deux vecteurs.

6. L’ensemble des solutions du systeme d’équations a 4 inconnues

Tl — T2+ T3 — T4 =0
3r1 —2x0+2x3—24 = 0

est un sous-espace vectoriel de R*, de dimension 2. Exprimer l’ensemble des solutions
comme une enveloppe linéaire.

Nous avons jusqu’a présent donné les conditions de compatibilité d’un systeme linéaire général,
et la structure des solutions d’un systéme linéaire homogene. Il manque évidemment la structure
des solutions d’un systéme linéaire général, quand celui-ci est compatible. Cette structure est
déterminée par la proposition suivante.
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Proposition 6.3.3. Soient (S) : Ax = b un systéeme linéaire de p équations d n inconnues,
compatible, et xg une solution (particuliére) de ce systéme. Pour toute solution y du systéme
homogéne associé (Sy) : Ax =0, xo+y est une solution de (S). Réciproquement, toute solution
de (S) est de cette forme. L’ensemble des solutions de (S) s’écrit donc

{zo +y: Ay =0}

Démonstration. Si on a Ay = 0 et Axg = b, alors vu la bilinéarité du produit matriciel, on a
aussi A(zo+y) = Azo+ Ay = b+0 = b. Réciproquement, si on a Az = b, alors z = xo+ (v — o)
et toujours par bilinéarité, on a A(x — xg) = Ax — Axg=b—b=0. O

Nous ne connaissons pas encore le type de structure décrit dans cette proposition. On obtient
un tel sous-ensemble de R" en translatant tous les éléments d’un sous-espace vectoriel. Nous
étudierons en détail ce type de structure dans un prochain chapitre. Ce sont des variétés affines
de R™. Nous avons donc montré le théoréme de structure suivant.

Proposition 6.3.4. L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire compatible (S) de p équa-
tions a n inconnues est une variété affine de R de dimension n — rg(S5).
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