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Bases
Définition
Une base d'un espace vectoriel E est une famille ordonnée de vecteurs

qui est libre et génératrice. Un espace vectoriel est de dimension finie s'il
admet une base ayant un nombre fini d'éléments.

Exemple (Base canonique de R")

Dans I'espace vectoriel R", les vecteurs

1 0 0

0 1 0

€ = 0 , €2 = 0 ) , €n =
; 0

0 0 1

forment une base, appelée base canonique de R".
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Exemples supplémentaires
® Dans R?, les vecteurs u; = (1,0)™ et up = (1,1)™ forment une base
B = (Ul, U2).
® Dans R3, les vecteurs u; = (1,0,1)~, up = (0,1,1)~ et (0,0,1)~
forment une base B = (u1, U2, u3), ou une base B’ = (uy, uy, u3).
© Dans I'espace vectoriel P, des polynémes de degré inférieur ou égal
a 2, les fonctions Py, Py, P, définies par

Po(x) =1, Pi(x)=x, Pa(x)=x> VxeR
forment une base B = (P, P1, P2) ou une base B’ = (Pa, P1, Po).

@ Dans I'espace P des fonctions polynomiales de R dans R, on définit
pour tout n € N la fonction P, par

P.(x) =x", V¥x€eR.

La famille (P, : n € N) est alors une base de P.
© Dans I'espace vectoriel (]0, +00[?, @, ®), les vecteurs

o) = o)

forment une base B = (u1, tp).
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Propriétés
Proposition

Une partie B une base de E si, et seulement si, tout élément de E s'écrit
de maniére unique comme combinaison linéaire des éléments de B.

Proposition

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases de E
continennent le méme nombre d’'éléments.

Définition
Dans un espace vectoriel E de dimension finie, le nombre d'éléments

d'une base quelconque est appelé /a dimension de E, et noté dim(E), ou
dimE.

Exemples :
® R"” est de dimension n;
® (]0, +oo[?, @, ®) est de dimension 2;
©® P, est de dimension 3.
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Propriétés supplémentaires

Proposition

Soit E un espace vectoriel de dimension n.

@ Toute partie génératrice contenant exactement n éléments est une
base;

® Toute partie libre contenant exactement n éléments est une base;
© Toute partie génératrice contient une base;

O Toute partie libre est incluse dans une base.

Conséquences :

® u; = (1,2) et up = (3,4)™ forment une base de R? parce qu'ils
sont lineairement indépendants.

® vi =(1,0,0)~, vo =(0,1,0)™ et v3 = (1,2,3)™ forment une base
de R3 car ils sont linéairement indépendants.
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