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Rappels

Définition
Une base d'un espace vectoriel E est une famille ordonnée de vecteurs

qui est libre et génératrice. Un espace vectoriel est de dimension finie s'il
admet une base ayant un nombre fini d'éléments.

Définition
Dans un espace vectoriel E de dimension finie, le nombre d'éléments

d'une base quelconque est appelé la dimension de E, et noté dim(E), ou
dimE.

Par extension, si E = {0}, alors on pose dim(E) = 0.

Proposition

Une partie B une base de E si, et seulement si, tout élément de E s'écrit
de maniére unique comme combinaison linéaire des éléments de B.
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Propriétés supplémentaires

Proposition

Soit E un espace vectoriel de dimension n.

@ Toute partie génératrice contenant exactement n éléments est une
base;

® Toute partie libre contenant exactement n éléments est une base;
© Toute partie génératrice contient une base;

@ Toute partie libre est incluse dans une base.

Conséquences :
® u; = (1,2)~ et up = (3,4)™ forment une base de R? parce qu'ils
sont lineairement indépendants.
® vi =(1,0,0)~, va = (0,1,0)™ et v3 = (1,2,3)™ forment une base
de R3 car ils sont linéairement indépendants.
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Dimension d'un sous-espace vectoriel

Proposition
Soient E un espace vectoriel de dimension n et F un sous-espace
vectoriel de E. Alors

® On adim(F) < n=dim(E),

® Sidim(F) = dim(E), alors F = E.

(a) Si E ou F est égal a {0}, il n'y a rien a démontrer.

(b) Sinon, soit B = (b1,..., b,) une base de E. Tout élément de F est
combinaison lin. des éléments de B. Une famille libre de vecteurs de
F contient donc au plus n vecteurs.

(c) On peut donc construire pas a pas une famille (f;,...,f,) de
vecteurs de F, libre et maximale pour ['inclusion.

(d) Alors p < net(f,...,f,) est une base de F.
(e) Si p=n, c'est aussi une base de E.
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Composantes
Dans ce qui suit, on suppose que E est un e.v. de dimension finie n.

Definition
Soit B = (b, ..., b,) une base de E. Pour tout x € E, il existe un unique

n-uple (x1,...,x,)~ € R" tel que x =Y, x;b;. Ce n-uple est appelé
vecteur de composantes de x dans la base B.

Notations : x : (x1,...,%,)~ ou ®p(x) = (x1,...,%:)".
Proposition

Pour toute base B de E |'application ®p est une bijection. C'est de plus
une application linéaire. En d’autres termes, elle satisfait les conditions
suivantes :

@ pour tous u € E et A € R, on a Pp(Au) = APp(u),

@® pour tous u,v € E, on a dp(u+ v) = dg(u) + ¢5(v).
En particulier, les composantes d’'une combinaison linéaire de vecteurs

sont obtenues en formant la combinaison linéaire correspondante des
vecteurs de composantes, dans R".
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Produit matriciel

Nous avons besoin de quelques éléments de calcul matriciel.
Commencons par le produit d'une matrice ligne par une matrice colonne.

Definition

Le produit d'une matrice ligne A = (x; ...x,) € R} et d’'une matrice

N
colonne B= | : | € R{ est le nombre AB donné par
Yn
yl n
AB = (x1...x5) | : :X1y1+~~~+x,,y,,:ZX,-y,-
Yn =
Exemples :
2 0
(1 2 3) 2 =2+3e, (1 e (6) =7 + 6e.
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Produits matriciels quelconques

Nous avons défini le produit d'une ligne par une colonne contenant le
méme nombre d’'éléments. Cela se généralise facilement. Toute matrice
peut étre vue comme un empilement de lignes ou une juxtaposition de
colonnes.

Définition
Ly

Soit A€ R et BERy. On écrit A= | : | ol Ly,...,L, sont des
Lp

ligneset B=(C; --- Cg) ol Cy,..., Cq sont des colonnes. Alors

AB € RY est définie par

n
(AB)iy=LiG =) aixbu,.
k=1
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Quelques exemples

Calculer les produits suivants.
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Propriétés
Proposition

Le produit matriciel a les propriétés suivantes :

@ [l est bilinéaire :
e ona(A+ B)C = AC + BC pour tous A,B € R} et C € R ;
e onaA(B+ C) = AB+ AC pour tous A€ R}, et B,C € Ry ;
e on a (AA)B = A(AB) = A\(AB) pour tous A € R}, B€ R] et A € R.

® |l est associatif : on a
(AB)C = A(BC)

pour tous A € RP, B € Ry et C € R}.

© Il n'est en général pas commutatif : les produits AB et BA ne sont
simultanément définis et ne donnent des matrices de méme type que
si A, B sont carrées et de méme type. Méme dans ce cas, ils ne sont
en général pas égaux.
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Le cas des matrices carrées

Dans le cas des matrices carrées de type (n, n), il existe une matrice
particuliére, appélée matrice identité et notée /, ou Id, qui satisfait les
conditions Al, = [,A = A pour tout A € R].

La matrice /, est définie par

s 1 sii=j
()ij = 01 = { 0 sinon

pour tous i,j < n.
Proposition

La matrice identité est I'unique matrice A € R qui satisfait

pour tous X, ..., X, € R.
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Matrices inversibles et inverses

Definition
Soit A une matrice carrée de type (n, n). On dit que A est inversible si il
existe une matrice B € R telle que

AB=BA=1I,.
Dans ce cas, on montre que I'inverse de A est unique et on le note A=,

Remarque : si B est I'inverse de A, alors A est I'inverse de B.

. (12 4 (7T =2
Exemple.5|A—<3 7),alorsA —(_3 1).
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Changements de base

Soient x € E et deux bases différentes B = (by, ..., b,) et
B' = (bf,...,b}). On cherche les liens entre les composantes de x dans
les deux bases.

Proposition

Les composantes (x1,...,xn)~ et (x],...,x})~ d'un méme élement x de
E dans des bases B = (by,...,b,) et B' = (bi,...,b]) sont liées par les
formules

X1 X b X1

= AB’,B et = A57B/ s (1)

5% X, X Xn

ot Ag s et Ap . sont des matrices a n lignes et n colonnes. Les colonnes
de Ap ' sont les composantes des éléments de la base B dans la base B'.
Enfin, les matrices Ag 3/ et Ap: g sont inverses I'une de I'autre.
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