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Données et but du jeu

Les données :
@ Un espace vectoriel E de dimension finie n € Ny ;
® Un sous-espace vectoriel F de dimension p < n;
® Une base B=(by,...,b,) de E
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Données et but du jeu

Les données :
@ Un espace vectoriel E de dimension finie n € Ny ;
® Un sous-espace vectoriel F de dimension p < n;
® Une base B=(by,...,b,) de E

Les buts du jeu :
@ Obtenir une description constructive de F, a I'aide de paramétres
(équations paramétriques) ;
® Obtenir des conditions exprimant qu'un vecteur u est dans F
(équations cartésiennes).

Le point de départ : exprimer F comme une enveloppe linéaire.
e Sifi,...,f, est une partie génératrice de F, on a F =)f,...,f(.

e On peut supposer que fi,..., f, sont linéairement indépendants,
auquel casonap=r.
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Equations paramétriques
e Soit F =)f,...,f,{(etx € E;
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Equations paramétriques
e Soit F =)f,...,f,{(etx € E;
e On a alors x € F si, et seulement si,

‘EIAl,...,A,e]R:x:)\lfl—i—~-~)\pﬁ
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Equations paramétriques
e Soit F =)f,...,f,{(etx € E;
e On a alors x € F si, et seulement si,

‘3)\1,...,)\,ER:x:)\lfl+...)\pfr

e On passe aux composantes dans B (en utilisant la linéarité) :

Proposition
Si les composantes de f; dans B sont (fi;,...,f,;)~ (i < r), alors
x 1 (x1,...,%,)~ est dans F si, et seulement si,
x1 = Mfi1+--+ N,
I, A ER: : (2)
Xp = )\lfml FocoF )\rfn,r
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Equations paramétriques
e Soit F =)f,...,f,{(etx € E;
e On a alors x € F si, et seulement si,

‘3)\1,...,)\,ER:x:)\lfl+...)\pfr

e On passe aux composantes dans B (en utilisant la linéarité) :

Proposition

Si les composantes de f; dans B sont (fi;,...,f,;)~ (i < r), alors

x 1 (x1,...,%,)~ est dans F si, et seulement si,
x1 = Mfi1+--+ N,

I, .. A ER: : (2)
Xp = )\lfml +F )\rfn,r
e Remarque : C'est plus simple si fi,...,f, sont linéairement
indépendants.
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Exemples

® Dans R?, soit la droite vectorielle F =)u( ol u=(1,2)~. On a
xeF&e I eR:x=\u

Dans la base canonique, si x = (x1,x2)™, alors x € F si, et

seulement si
X1 = A

SAER:{ % = 2
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Exemples
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® Dans R3, soit la droite vectorielle F =)u( ot u= (1,2,0)~. Alors
x 1 (x1x2,x3)~ € F ssi

X1 = A
AAER:C xx = 2A (3)
X3 0.

P. Mathonet, Université de Liége, Faculté des Sciences, Département de Mathématique.



® Dans R3, soit la droite vectorielle F =)u( ot u= (1,2,0)~. Alors
x 1 (x1x2,x3)~ € F ssi

X1 = A
INER:C x = 2\ (3)
X3 = 0.

© Dans R3, on considére F =)u, v( ot u=(1,2,3)~ et v =(2,4,6)".
Si x = (x1,%2,x3)~, alors x € F ssi

X1 A+ 20
INpeR: ¢ x = 2X+4u (4)
X3 = 3)\ —|— 6M

On constate que tout s'exprime en fonction du parameétre
v = A+ 2u. A quoi est-ce dii ? Quelle est la dimension de F 7
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©® Dans R3, on considére F =)u,v( ot u = (1,2,0)~ et v = (1,0,1)~.
Dans la base canonique, si x = (x1, x2,x3)™, alors x appartient a F
si, et seulement si

x1 = Atp
dINpeR: X = 2A
X3 = M.

Quelle est la dimension de F?
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©® Dans R3, on considére F =)u,v( ot u = (1,2,0)~ et v = (1,0,1)~.
Dans la base canonique, si x = (x1, x2,x3)™, alors x appartient a F
si, et seulement si

x1 = Atp
dINpeR: X = 2A
X3 = M.

Quelle est la dimension de F?
® Dans E = P3, soit F =)u, v( ol u(x) = x*>+ 1 et v(x) = 2x3 + x
pour tout x € R. On a alors

peF < 3INpueR: p(x)=Au(x)+ pv(x), VxeR.

Dans la base B = {1, x,x%,x3}, un polyndme p de composantes
(x1, X2, X3, x4) est dans F si, et seulement si,

X1 = A
L)X = M
N pelR: X = A

X4 = 2,U,
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Quelques exercices

Donner des équations paramétriques (cartésiennes) et la dimension des
sous-espaces vectoriels suivants (dans R”, muni de sa base canonique) :

) (3)0 w060

1\ /-2 0 1\ /-1\ (o0
0 1 0 0 1 3
SRl B B I R AR A B K I R Y
1 0 2 1 0o/ \3
. 1
Vi) (3) ¢ v (2
3
X
Ve ={ ;)ERz:x—Qyzo} Vg = { y) 3:z—x—y=0}
z
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Equations cartésiennes

Question : dans I'exemple 5, le vecteur x ayant pour composantes
(7,8,3)™, est-il dans F?
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Equations cartésiennes

Question : dans I'exemple 5, le vecteur x ayant pour composantes
(7,8,3)™, est-il dans F? En est-il de méme pour y : (15,22,6)7
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Equations cartésiennes

Question : dans I'exemple 5, le vecteur x ayant pour composantes
(7,8,3)™, est-il dans F? En est-il de méme pour y : (15,22,6)7

Définition
Des équations cartésiennes du sous-espace vectoriel F dans la base B

sont des conditions nécessaires et sufisantes sur les composantes d'un
vecteur x dans la base B pour qu'il soit dans F.
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Equations cartésiennes

Question : dans I'exemple 5, le vecteur x ayant pour composantes
(7,8,3)™, est-il dans F? En est-il de méme pour y : (15,22,6)7

Définition
Des équations cartésiennes du sous-espace vectoriel F dans la base B

sont des conditions nécessaires et sufisantes sur les composantes d'un
vecteur x dans la base B pour qu'il soit dans F.

e On trouve de telles équations en éliminant les paramétres dans les
équations paramétriques;
o Elles sont présentées sous forme de systemes linéaires homogenes ;

e Comme les équations paramétriques, elles ne sont pas uniques.
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Un exemple, a la main
Pour I'exemple 5, soit x : (x1, X2, x3)~, s'il existe A, u € R tels que

X1 = )\ —+ 1%
X2 = 2\ y (5)
X3 = M
alors on a nécessairement
X2
)\ = -, et = X3.
2 1% 3

La troisieme équation dans (5) donne une condition de compatibilité

X1:%+X3, ou ’2X1—X2—2X3:0

Inversement, si (x1, X2, x3)™ satisfait cette derniére équation, alors on
peut choisir A = % et u = x3 et ce choix permet alors de satisfaire toutes
les conditions de (5).

On peut alors déterminer si y : (4,—2,2) est dans F, ou (3,—2,2)...

P. Mathonet, Université de Liége, Faculté des Sciences, Département de Mathématique.



Equations cartésiennes : méthode générale

Idée : Eliminer les parameétres d'une équation paramétrique, c'est
exprimer la compatibilité d'un systeme linéaire.
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Equations cartésiennes : méthode générale

Idée : Eliminer les parameétres d'une équation paramétrique, c'est
exprimer la compatibilité d'un systeme linéaire.

Proposition

Soit un sous-espace vectoriel F =)f;, ..., (. Si les composantes de f;
dans B sont F; = (fi;,..., 1 )™, alors un vecteur x de composantes
X = (X1,...,xn)" est dans F si, et seulement si,

rg(F,...,F) =1g(F,. .., F|X). (6)
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Equations cartésiennes : méthode générale

Idée : Eliminer les parameétres d'une équation paramétrique, c'est
exprimer la compatibilité d'un systeme linéaire.
Proposition

Soit un sous-espace vectoriel F =), ..., f.(. Si les composantes de f;
dans B sont F; = (fi;,..., 1 )™, alors un vecteur x de composantes
X = (X1,...,xn)" est dans F si, et seulement si,

rg(Fi,...,F) =rg(F,. .., F|X). (6)

Preuve :
e écrire les équations paramétriques sous forme matricielle;

o utiliser les rangs pour exprimer la compatibilité du systeme.
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Equations cartésiennes : méthode générale

Idée : Eliminer les parameétres d'une équation paramétrique, c'est
exprimer la compatibilité d'un systeme linéaire.
Proposition

Soit un sous-espace vectoriel F =), ..., f.(. Si les composantes de f;
dans B sont F; = (fi;,..., 1 )™, alors un vecteur x de composantes
X = (X1,...,xn)" est dans F si, et seulement si,

rg(Fi,...,F) =rg(F,. .., F|X). (6)

Preuve :
e écrire les équations paramétriques sous forme matricielle;
o utiliser les rangs pour exprimer la compatibilité du systeme.

Rem : Il n'est pas nécessaire que r = p = dimF, mais on peut le
supposer, et c'est plus simple.

P. Mathonet, Université de Liége, Faculté des Sciences, Département de Mathématique.



Exemples et exercices

Dans R™ muni de sa base canonique, donner des équations cartésiennes
des sous-espaces vectoriels suivants :

w3 w00

3
1\ [-2 0 1\ [-1\ (o
0 1 0 0 1 3

S BN RN I R R ARl P R N R R
1 0 2 1 0 3
) 1

v (3) v (2] ¢

3
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Nombre d'équations et dimension

Soit E un espace vectoriel de dimension n et F un sous-vectoriel de
dimension p. Soit B = (by,..., b,) une base de E.

Proposition

Le sous-espace vectoriel F admet des équations cartésiennes formées d’un
systeme de n — p équations linéaires indépendantes.

P. Mathonet, Université de Liége, Faculté des Sciences, Département de Mathématique.



Nombre d'équations et dimension
Soit E un espace vectoriel de dimension n et F un sous-vectoriel de
dimension p. Soit B = (by,..., b,) une base de E.

Proposition

Le sous-espace vectoriel F admet des équations cartésiennes formées d’un
systeme de n — p équations linéaires indépendantes.

Preuve :
e On écrit F =)fy,...,f( (f1,...,f, indépendants);
e On écrit la condition (6) en utilisant les déterminants bordés;

e On constate que cela donne n — p équations indépendantes.
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Nombre d'équations et dimension

Soit E un espace vectoriel de dimension n et F un sous-vectoriel de
dimension p. Soit B = (by,..., b,) une base de E.

Proposition

Le sous-espace vectoriel F admet des équations cartésiennes formées d’un
systeme de n — p équations linéaires indépendantes.

Preuve :

e On écrit F =)fy,...,f( (f1,...,f, indépendants);

e On écrit la condition (6) en utilisant les déterminants bordés;

e On constate que cela donne n — p équations indépendantes.
Conséquences :

e Pour une droite vectorielle en dimension 2, on a 2-1=1 équation;

e Pour une droite vectorielle en dimension 3, on a 3-1=2 équations;

e Pour un plan en dimension 3, on a 3-2=1 équation;

e Pour un hyperplan en dimension n, on a n — (n — 1) = 1 équation...
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Réciproque

Soient E un espace vectoriel de dim. net B = (by,..., b,) une base de E.
Proposition
L’ensemble des vecteurs x de E dont les composantes X = (x1,...,Xp)"~

dans B satisfont un sytéme d’équations linéaires homogénes (AX = 0) de
rang r est un sous-espace vectoriel de dimension n — r de E.
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Réciproque

Soient E un espace vectoriel de dim. net B = (by,..., b,) une base de E.
Proposition
L’ensemble des vecteurs x de E dont les composantes X = (x1,...,Xp)"~

dans B satisfont un sytéme d’équations linéaires homogénes (AX = 0) de
rang r est un sous-espace vectoriel de dimension n — r de E.

Preuve : Le passage aux composantes étant linéaire, c'est un résultat sur
les systemes linéaires, que nous avons admis.
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Réciproque

Soient E un espace vectoriel de dim. net B = (by,..., b,) une base de E.
Proposition
L’ensemble des vecteurs x de E dont les composantes X = (x1,...,Xp)"~

dans B satisfont un sytéme d’équations linéaires homogénes (AX = 0) de
rang r est un sous-espace vectoriel de dimension n — r de E.

Preuve : Le passage aux composantes étant linéaire, c'est un résultat sur
les systemes linéaires, que nous avons admis.
Exemples :

® Dans R*, muni d'une base B, I'équation

x1 —x24+3x3=0

décrit un sous-espace vectoriel de dimension 3. Trouvez-en une base.
® Dans R?, le systéme d'équations

X1 — 2X3 + X5 = 0
2X4 — X5 = 0
13 détermine un sous-espace vectoreil de dimension 3. Trouvez-en une

base. P. Mathonet, Université de Liége, Faculté des Sciences, Département de Mathématique.



Cas particuliers : droites et hyperplans
Donnons quelques définitions officielles.
Définition
Dans un espace vectoriel E de dimension n :
@ une droite (vectorielle) est un sous-espace vectoriel de dimension 1;

@® un plan (vectoriel) est un sous-espace vectoriel de dimension 2 (si
nz=2);

® un hyperplan (vectoriel) est un sous-espace vectoriel de dimension
n—1.
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Cas particuliers : droites et hyperplans
Donnons quelques définitions officielles.
Définition
Dans un espace vectoriel E de dimension n :
@ une droite (vectorielle) est un sous-espace vectoriel de dimension 1;

@® un plan (vectoriel) est un sous-espace vectoriel de dimension 2 (si
nz=2);

® un hyperplan (vectoriel) est un sous-espace vectoriel de dimension
n—1.

Soient E un espace vect. de dim. n, B une base, d une droite et
u:(u,...,uy)™~ €d\ {0}
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Cas particuliers : droites et hyperplans
Donnons quelques définitions officielles.

Définition
Dans un espace vectoriel E de dimension n :

@ une droite (vectorielle) est un sous-espace vectoriel de dimension 1;

@® un plan (vectoriel) est un sous-espace vectoriel de dimension 2 (si
nz=2);

® un hyperplan (vectoriel) est un sous-espace vectoriel de dimension
n—1.

Soient E un espace vect. de dim. n, B une base, d une droite et
u:(u,...,uy)™~ €d\ {0}

Alors on a x : (x1,...,xp)~ € d si et seulement si
X1 = A
INeR: : (7)
X, = Au,.

P. Mathonet, Université de Liége, Faculté des Sciences, Département de Mathématique.



e Siuy---u, # 0, alors on élimine facilement le paramétre :

X1 Xn

d

u Up

e Siu; =0 (i < n), on revient a (7), et on trouve

X G =X
dE uy Un

X,':O

e Cela fonctionne quand plusieurs composantes de u sont nulles.

P. Mathonet, Université de Liége, Faculté des Sciences, Département de Mathématique.



e Siuy---u, # 0, alors on élimine facilement le paramétre :

e Siu; =0 (i < n), on revient a (7), et on trouve

~

... =
d=< u Un
X,':O

e Cela fonctionne quand plusieurs composantes de u sont nulles.

Exercice :
e Dans R* muni de la base canonique, écrire des équations
cartésiennes de

1

dq :> <7 do :> <7 ds :> <7 ds :>

B~ W O

O W oo

w o o
—~

2
3
4

P. Mathonet, Université de Liége, Faculté des Sciences, Département de Mathématique.



Hyperplans

Dans le cas des hyperplans, il n’y a qu'une équation simple a obtenir.
On se donne un esp. vectoriel E de dimension n et une base B.

Proposition

Soit un hyperplan vectoriel F =)fi,. .., f,_1(. Si les composantes de f;
dans B sont F; = (fi,...,1;)™, alors un vecteur x de composantes
X = (X1,...,xn)" est dans F si, et seulement si,

| det(F1,..., Fo1,X) =0.] (8)
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Hyperplans

Dans le cas des hyperplans, il n’y a qu'une équation simple a obtenir.
On se donne un esp. vectoriel E de dimension n et une base B.

Proposition

Soit un hyperplan vectoriel F =)fi,. .., f,_1(. Si les composantes de f;
dans B sont F; = (fi,...,1;)™, alors un vecteur x de composantes
X = (X1,...,xn)" est dans F si, et seulement si,

| det(F1,..., Fo1,X) =0.] (8)

Exercices :
® Dans R? muni de sa base canonique, écrire une équation cartésienne

de la droite
o (s () s ()
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® Dans R3 muni de sa base canonique, écrire une équation cartésienne

du plan
1 0 1 0 5 2
1 :> 2 s 1 <, T2 :> 0 ; 1 <7 T3 => 6 y 0 <
3 1 0 0 1 1

® Dans R* muni de sa base canonique, écrire une équation cartésienne
de I'hyperplan

<a ] :>

T4 :>

O wnN
T
== O o
o= O
O;HO
o;—jn—ln—l
—~

P. Mathonet, Université de Liége, Faculté des Sciences, Département de Mathématique.



Faisceaux de plans en dimension 3
Les résultats suivants seront utiles pour les exercices simples.

Proposition

Dans un espace vectoriel E de dimension 3, deux plans vectoriels distincts
se coupent suivant une droite vectorielle.

Proposition

Dans un espace vectoriel E de dimension 3, si une droite vectorielle d
admet pour équation(s) dans une base B le systeme

aix1+axo+azx3 = 0
bixi + boxo + b3xs = 0,

alors un plan 7 contient d ssi, il existe (\, ) € R?\ {(0,0)} t.q.

= )\(31X1 -+ asXxo + a3X3) + ,u(lel + boxo + b3X3) =0.

L'ensemble des plans contenant une droite d est appelé faisceau de plans
d 'axe d P. Mathonet, Université de Liége, Faculté des Sciences, Département de Mathématique.



