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Introduction aux algébres de symétries d opérateurs
différentiels

Définition
Soit D € D(M; E, F) un opérateur différentiel. Un op. diff. A€ D(M, E) est:
@ une symétrie siDo A= Bo D,

@ une symétrie triviale si A= By o D.

Jean-Philippe MICHEL (ULg)

Reims, 11 février 2014 2 /16



Introduction
e0

Introduction aux algébres de symétries d opérateurs
différentiels

Définition
Soit D € D(M; E, F) un opérateur différentiel. Un op. diff. A€ D(M, E) est:
@ une symétrie siDo A= Bo D,

@ une symétrie triviale si A= By o D.

Questions:

o Classifier les symétries (en termes de leurs symboles). Si D est un op.
invariant: signification géométrique. Si D est g-invariant: structure de
g-module.

o Ecriture explicite des symétries.

@ Structure d'algébre des symétries (modulo les symétries triviales):
générateurs et relations.
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Cas connus sur M (loc.) plate :
o le laplacien A [Eastwood, Ann. of Math. '05], ses puissances AKX [Gover-Silhan, JMP '12],
@ l'opérateur de Dirac [} [Eastwood-Somberg-Soucek],
@ le sous-laplacien CR [viasskova, '12],
o l'opérateur de Schrodinger [Bekaert-Meunier-Moroz, JHEP '12]
Algébres de symétries = $l(g)/J, avec g — Vect(M) agissant par dérivée de Lie
sur T'(E).
Sur une variété conforme (M, [g]) arbitraire:

@ les symétries d'ordre 2 du laplacien conforme sont classifiés [M.-Radoux-3ilhan,
SIGMA '14],

@ en dimension 4, les symétries d'ordre 2 des opérateurs de Dirac et Maxwell
sont classifiés [Andersson,... '14],
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Conjecture

Cadre: E et F deux fibrés homogeénes irréductibles sur M = G/P, et
D € D(M; E, F) un op. diff. G-invariant.

@ Le g-module des symétries de D d’ordre k est de dimension finie.

o L 'algébre des symétries de D est un quotient $4(g)/J .
o L'idéal J est I'annulateur de ker D.
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Conjecture

Cadre: E et F deux fibrés homogeénes irréductibles sur M = G/P, et
D € D(M; E, F) un op. diff. G-invariant.

@ Le g-module des symétries de D d’ordre k est de dimension finie.

o L 'algébre des symétries de D est un quotient $4(g)/J .
o L'idéal J est I'annulateur de ker D.

Qu'en est-il des symétries de systémes d'opérateurs différentiels
invariants?
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Problématique

Déterminer |'algébre de symétries du systéme d'op. diff.

g[n2 2]@8["2,11] — S["+1]EB(€["+2

<¢> H (%)

~~
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Déterminer |'algébre de symétries du systéme d'op. diff.

g[n2 2]@8["2,11] — S["+1]EB(€["+2

<¢> H (%)

~~

Les symétries sont de la forme

(5 0)(& %)=(+ %)(5s)

avec les nouvelles symétries

Ao~ =BTD sur S[oE and Dot =B"A surE[%2

Reims, 11 février 2014 5/ 16
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Géométrie parabolique homogéne

@ M = G/P avec G groupe de Lie simple et P sous-groupe parabolique,

o Lie(G) =g est |k|-graduée (surZ), g=g-« D - Dgo D -+ D g«,

o Lie(P)=go® - P gk, go facteur de Levi,

o fibré homogéne irréductible: £ = G x, E, avec p: P — End(E) rep. irred.

Exemple: géométrie conforme
e modéle homogéne: SP x ST SO(p+ 1,9+ 1)/(CO(p, q) x R"),
o algébre de Lie: g=o(p+1,g+1)=R"Do(p,q) x R (R")*,
o fibrés homogénes: densités £[\] = I'(|DetM|*), formes différentiels AKX T* M,
tenseurs symétriques I'(S* TM), fibré des spineurs S.
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Opérateurs différentiels invariant et résolution BGG

La correspondence:
D € D(M; E,F)¢ «— ¢ : V(F) — V(E),
permet de classifier les opérateurs G-invariants.

Résolution BGG: Soit W une représentation irréductible de dimension finie de G.
Il existe une résolution finie de W donnée par des op. diff. inv. sur G/P

anl

0 — I(B) 2 ()% - 3 1(E,) — 0,

i.e. ker Gg = W, [Cap-Slovak-Soucek, Ann. of Math. 01].

Exemples en géométrie conforme:
o Eg = TM, ker Gy = g, vecteurs Killing conformes;

o I'(Eo) = E[—1/n], ker Go est isomorphe a la représentation standard, facteurs
d’'Einstein;
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Préliminaires

Quantification équivariante

Supposons que G/P définisse une géométrie parabolique |1]-graduée.

Théoréme (&ap-Sithan, Adv. Math. '10)

il existe un isomorphisme linéaire
Q:T(STM)® L(E,F) — D(M; E,F)

qui est g-équivariant et compatible avec le symbole principal .
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Quantification équivariante

Supposons que G/P définisse une géométrie parabolique |1]-graduée.

Théoréme (&ap-Sithan, Adv. Math. '10)

Pour \, ju génériques, il existe un isomorphisme linéaire
O T(STM) ® L(E[N], F[i]) — D(M; E[X], F[u])

qui est g-équivariant et compatible avec le symbole principal .

@ Unicité et existence de la quantification g-équivariante dépendent de
I'existence d’'opérateurs invariants sur I'espace des symboles [M., sigmA '12].

@ La quantification g-équivariante est unique si E et F sont des fibrés en ligne
de densités.

@ Dans le cas conforme, la quantification équivariante est unique si E et F sont
des fibrés spinoriels [M., cmP '12].

Jean-Philippe MICHEL (ULg) Reims, 11 février 2014 9 /16



Classification des symétries
L]

Symétries du Iaplacien [Eastwwod, Ann. Math. 2005][M., AIF 2014]

A &R

Opérateur sur les symboles: sur ['(S§TM) on a GoK = V;, K,

ik )or

ker Go = {tenseurs Killing conformes symétriques} =

Théoréme

La quantification équivariante Q ,_» induit une bijection entre tenseurs KC

2n
symétriques et symétries du laplacien: A o Q..T_z (K)=29 a2 (K)o A.

Exemples: [Boyer-Kalnins-Miller, Nagoya Math. J. '76]

Quz(X) = X+ ";fa,-X',

Qus(K) = K00+ (1K) + n(n —2) (0:0;K'T).

4(n+2)(n+1)
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Symeétries de |'opérateur de Dirac [eastwwod-Somberg-Soucek][M., Sithan]

1,3 : S[nz_,-,ll N S[nz-',;'l

Opérateur sur les symboles: sur ['(S§TM ®@o A*T*M [—k/n]) on a
N(V i Kiy--ip)ljr--j.]) = 0, avec I une certaine projection,

ker Go = {tenseurs Killing conformes"mixtes" }

Théoréme

La quantification équivariante Q ,_1 induit une bijection entre tenseurs KC

2n
"mixtes" et symétries de I'op. de Dirac: [P o Qa1(K) = Quua (K)o D.

Exemples: [Benn-Charlton, Class. Quant. Grav. '97]

1 )
Qua(X) = X = o(dX")+ 52(@:X),

P K n—kK

Q"T;I(K) = giJV(Le,-K)Ve,-— ’Y(dK)+m

v (oK) .
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Symétries du systéme A @ [P

Opérateur sur les symboles: sur S[—2] on a GoA = V;A + 1+,(DA),
ker Go = {twisteur-spineurs} 2 {module des spineurs de g}
Exemples: [Wess-Zumino, Nucl. Phys. B '74]

g Joa(0)=e(A0),
Aoy = By D, { (Do) = e(A, B’ ¢) + 2¢(DA, Do),

af (f) =
Daj = A, { N an

)8f+ 2=2([A) - f,

YA
—A.

Théoréme

N
,
\
)
Q
|
\

A

@ a est une sym. de A et A est une sym. de D,

La matrice d'opérateurs L est une symétrie ssi
@

e =) .a0 ., avec a; sym. de A et a,, comme ci-dessus,

o at =", af oa;, avec a; sym. de A et a comme ci-dessus.
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Composition de I'action des twisteurs-spineurs

(super-)algébre de Lie 7
Candidat: champs de vecteurs KC & Twisteurs-spineurs.
Compositions possibles:

@ en dimension impaire, TwSp ® TwSp =2 ATC"*2 = espace des formes
impaires KC;
@ en dimension paire, TwSp @ TwSp = AC"*+2

KC, tandis que TwSpt ® TwSp~ = AtC"+2
KC;

~

espace de toutes les formes
espace des formes imapires

IR

Fait: pour A,\" € TwSp, les compositions ay, o a5 engendrent toutes les
symétries d'ordre 1 de [J.

= |'algébre des symétries n'est pas engendrée par une (super-)algébre de Liel
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Composition de I'action des twisteurs-spineurs

(super-)algébre de Lie 7
Candidat: champs de vecteurs KC & Twisteurs-spineurs.
Compositions possibles:
@ en dimension impaire, TwSp ® TwSp =2 ATC"*2 = espace des formes
impaires KC;
@ en dimension paire, TwSp @ TwSp = AC"*+2 22 espace de toutes les formes

KC, tandis que TwSpt ® TwSp~ = ATC"+2 = espace des formes imapires
KC;

Fait: pour A,\" € TwSp, les compositions ay, o a5 engendrent toutes les
symétries d'ordre 1 de [J.

IR

= |'algébre des symétries n'est pas engendrée par une (super-)algébre de Liel

Idée: Si dimension=3 (ou 4 et [) : S* — S7), alors les symétries d'ordre 1 de I
sont données par I'algébre de Lie o(n + 2,C) & C et nous avons

0(5) 2 sp(4) et 0(6) = sl(4).
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Reformulation supergéometrique

MS* = R312 est une supervariété, de faisceaux de fonctions

oMns*) =E£aSaA’S.

co(Ns*[-41)1%2]

0
parlaformule m:=cA+DP+e*=| 0
A

On définit

—0(ns*[-41) 3]
1
0
0

oQ o

Proposition

L’algebre des symétries de 4 est isomorphe a celle de ( ﬁ

SE=
~—
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Les twisteur-spineurs comme champs de vecteurs impaires

Soit (x',6?) des coordonées de R3I? et (9;,0pa) les dérivations correspondentes.
Sur O(I‘IS*[—%])[)\], on définit

o Lx = X'9; — 29(dX*)20%0,6 + (X + £020p4)(0:X"),

o Li =~3N.0°0; + 2(A + 1670y ) (IPN),

o Ly =e%bN,0,.
On obtient

Dlx = Lx?, L =Ly o, ALy =L ;.

Proposition

L'espace (c,Lx) @ (LX, Ly ) est stable par commutation dans Dy(R32) et
isomorphe & la super-algébre de Lie spo(4/2).
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Résultat principal

Théoréme

L’algébre de symétries de 1 et ( ﬁ L% ) est isomorphe a $A(spo(4(2))/ T, avec

J un idéal de "type" Joseph [Coulembier-Somberg-Soucek, IMRN "13].
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