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RAPPORT SUR LA DISSERTATION DOCTORALE PRESENTEE
PAR JEAN-PHILIPE MICHEL

PIERRE LECOMTE

1

L travail présenté par Jean-Philippe Michel comporte deux parties indépen-
dantcs, de volumes seusiblement différents : Quantification conformément équiva-
rianle des supercotangents, dont il est Jo scul auteur ct qui ne compte pas moins
de cent nonante pages, et un long article On the Projective Gevmnetry of the Super-
circle : A Unified Conslruction of the Super Cross-Ratio and Schwarzign Derivative,
de quaraate huit pages, rédigé avec Christian Duval et publié en 2008 dans le volume
11 des Int. Math. Res. Not.

Daus cette seconde partie, les autcurs présentent une construction systématique
des invariants caractéristiques des géométrics cuclidienne, affine ct projective des
supercercles SV Via une version supérisée d’une formule de Cartan liant Paction
des diffomorplismes sur le birapport et la dérivée de Schwarz classique, ils en dé-
duisent maints résultats cohomologiques relatifs au groupe des contactomorphismes
K (N). I’6tude repose sur Ja notion, originele, d'action de groupe p|q-transilive, Elle
place en outre les différents résultats cohomologiques liés & la structure de contact
canonique du supercercle disponibles dans la littérature dans une perspective uni-
ficatrice et féconde.

Je n'en dirai cependant guére plus sur cette contribution. Ce n'est d'abord pas
le licu, ni mon réle, d’évaluer des Lravaux de Christian Duval -~ dans le monde
wathématique, les conuteurs d'un papier sont, légitimement, crédités A parts 6gales.
Ensuile, l1 premiére partie du travail présenté me semble déja largement constituer
une thése en soi — remarquable cn 'occurrence. Ceci n'enléve rien & l'article en
question qui, par ailleurs, & 'instar des thésey annezes d'antan, alleste au surplus
de la diversité des inléréls scientifiques de Jean-Philippe Michel,

Toul ce qui suit concernera désormads les contributions de Jean-Philippe Michel
présentées danys Quantification conformément équivariante des supercotangents.

2

1idés de récupérer Popératenr de Dirac via la quantification équivariante s'est
imposée & Christian Duval pratiquement en méme temps qu'avec Valentin Ov-
sienko el woi-méme, il achevail d'étudier les quantifications conformément équiva-
riantes sur les cotangents des variétés pseudo-riemanuiennes conformément plates,
obtenant dans la foulée un candidat raisonnable pour le hamiltonien quantique
du flot geodésique, Mais, alors que le cadre géométrique et la problématique des
guantifications G-équivarizntes sur les fibréy cotangentys élaient tout & fait clairs et
parfuitement bien posés, la transposition aux systémes relativistes & spin, pseudo-
classiques et quantiques, était ricn moins que problématique. 1l fallait bicn identificr
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et comprendre les structures géométriques & metire cn jeu ainsi que lu nature des
G-modules susceptibles de modéliser les systémes pseudo-classiques ct quantiques :
rien que la formulation du probléme était loin d'aller de soi.

Une part imporlante — mais non la totalite, il s'cn faut de beancoup — du
matériel nécessaire existait bien entendu dans Ja littérature mais de maniére dis-
persée ot sous différents avatars car exposés dans des coptextes étrangers les uns
aux sutres. Avec un brio remarquable, Jean-Philippe Michel fait une synthése gai-
sissante des résultats disponibles sur la supergéométric des supcrcotangents des
structures conformes et sur Palgébre ct lx gométrie spinorielles, et les compléte
par des contributions originales de graude qualité. Ceci lui permet 4 la fois de poscr
de fagon claire le probléme de Ia quantification o(p-| 1,9+ 1)-équivariante de Pes-
pace des opérateurs ditférentiels agissant sur les densités spinoricllos sur les variétés
conformément plates et de construire les outils dont il & besoin pour les étudier.
Cet ftat de I'art est wené selon un point de vue personncl unificatour exploitant
habilement le concept de quantification géumeétricue et la plasticité de la super-
géométrie dos cotaugents. Tl en résulte une présentation particuliérement homogeme
conduisant & des preuves orginales ct ¢légautes des résultats présentcs.

Sans étre exhasutif, je voudrais mentionner quelques unes des contributions de
Jean-Philippe Michel dans cette phase du travail. TI n'y & pas de relévement. «ha-
miltonien » des champs de vecteurs d'une varitté M & son supercotangent M. Dans
le cas conforme, moyennant une condition naturelle lice 2 la structurc symplectique
associée, il établit de fagon constructive que seuls les champs de vecteurs Killing-
conformes se relévent sur M, de maniére unique, donnant un morphisme d'algebres
de Lie. Il s’agit d’une 6tape clé, préalable essentiel A la conutruction des sbructures
de o(p+1,¢-1 1)-modules sur les espaces de sy mboles et d’opérateurs différentiels mis
en jen nltérieurcment par la quantification équivariante. Dans Jo ¢as plat, il construit
ensuite des systémes de coordonnées privilégiss, dits de Darbouz conformes, sur M
qui lui servironl de fagon eruciale & plusicurs reprises. Elles lui permettent entre
autre de ramener le probléme posé sur une structure conforme plate généxale & celui
posé sur le modele canonique de R?*9. Je citc aussi sa construction du module des
spincurs via la quantification géomeétrique de supcrvariélés dont. la partic classique
est réduite & un point ey celle d’un fibré spinoriel, sur une variété conforme munie
d'une N-structure, via la quantification géométriguc de M. Ces denx construc-
tions, haulemont non triviales, exploitent. elles anssi les coordonnées de Durboux
conformes. Eufin, ce sont encore les quantifications géomélriques qui, via des appli-
cations moments, lui fournissent. les dérivées covariantes et de Lie spinoriclles pour
les champs Killing-conformes.

3

L'opérateur de Dira: élant d'ordre 1, c'est naturcllement 2 Ja quanlification
bquivariante des symboles de degré inférieur ov égnl & 1 que Jean-Philippe Michel
se consacte d'abord. Outre lc probléme deo Pexistence et de l'unicifé, se pose A8l
la question d’en obtenir une descriplion covariante, c'est-d-dice de s'affranchir des
coordonnées de Nurboux — ce pourquoi il était utile de disposer d'unc dérivation
covariante spinorielle.

Loucalement, dans une carte de Darboux, ou encore sur le modeéle canonique, cn
factorisant la quantification cherchée via l'ordre normmal, lequel est un isomorphisme
gquivariant sur les symboles d’ordre 0, on se raynéne & comparer deux structures de
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modules sur U'cspace des symboles. La méthode utilisée dans ce but s'inspire de celle
que Christian Duval, Valeutin Ovsienko et moi-éme avions mise su point pour les
colangents classiques : expriwer le candidat quantification équivariante au moyen
d’'un sysléme bicn choisi de générateurs du commutant des similitudes conformes
puis contraindre les coefficients restés indétermmings pour imposer Uinvariance sous
’action des inversions infinitésimales. Unc fois encore, la Lransposition était loin
d’étre évidente et Jean-Philippe Michel fait preuve i nouvean d'une grande maftrise
conceptuelle ct technique pour faire aboutir ce programme. 1l met en évidence des
valeurs résonnantes du shift 6(")

1 k n+1

e w5y

na’ n

En dehors de colles-ci, il établit Pexistence et unicité de la quantification conformeé-
ment équivariante pour les symboles d'ordro 1. Pour les deux valeurs extrémes, il y &
encore existence mais plus I'upicité, du moins pour des poids de densité spécifiques
tandis que dans les autres cas, il 'y a pas de quantification équivariante.

l.a dépendance des coordonuées de Darboux & la métrique rend délicate la de-
termination d'une expression covariante de la guantification conformément équiva-
rinnte, phénoméne ncuf par rapport au cas classique. Faisant preuve d'une grande
finesse d'analyse, Jean-Philippe Michel introduit ici une étape tout & fait novatrice
lui penneltant de surmonter cette difficulté. I factorise la guantificalion via un es-
pace de tenseurs sur M, qui cst anssi un module sur Vet (M) dont lu structure est
indépendante de la métrique, concentrant la dépendance A celte derniere dans une
application ev, qui joue un role analogue a 'ordre normal maig globalement cette
fois. Cette factorisution sc fait & travers ce qu'il appelle unc supérisation qui se doit
d'etre conformément éyuivariante, Ces supérisations cxistent aux mémes conditions
sur & que les quantifications équivariantes. Elles sont décrites explicitement pour
lea symboles de degré au plus 1. Les aspects les plus techniques sont reportés dans
annexe C afin de conserver une bonne homogénéité au corps du texte. L'expres-
sion covariante de quantifications correspondant aux valcurs résonnantes extrémes
est obtemie explicitement.

Dans les applications  dont. je dirai peu de mots, élaut peu versé dans les
aspects physiques sous-jascents — que Jean-Philippe Michel fait des résullats ra-
pidement décrits ici, on trouve la détermination des opérateurs différentiels confor-
mément invariants d’ordre 1. Parui ceux-i, il obtient opératenr de Dirac, via unc
des quantifications assocites 4 un cas de résonnance. La boucle est bouclée.

9

Une partie immportante du travail est slors consacrée a ’éLablisscment de 'exis-
tence et de Pnnicité des quantifications conformément équivariaules on tout degré,
pour des valours génériques de 8. Trois o(p 4 1,4+ 1)-modules sont cn présence :
colui des symboles, celui des opératenrs diférentiels et colni sur lequel est définic
la supérisation. Nans Pesprit d’une méthode que j'avais initite & propos de l'étude
de la quantification projectivement équivariante des opérateurs agissant cntre den-
sités et reprise lors de celle des quantifications conformément équivariantes du cas
classique, Jean-Philippc Michel obtient des isomorphismes entre ccs modules en

1. (Uest la différence den poids des densités spinorielles entre Jesquelles 1es vpérateurs differen-
Liels congidérés agissent. Je n'ai pas détaillé cet aspoct ¢les chosts ponr ne pas alourdir le propus.
Les protagonistes du domainc savent du reste de quoi il @3t question,
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diagonalisant leurs opératenrs de Casimir. Encorc une fois, le dire est une chosc
mais lc faire on est unc bien différentc : la détermination des ces opérateurs ef de
leurs spectres est ici Leés difficile ot ou doit de nouveau saluer le talent avec lequel
Joan-Plilippe Michel parvient & adapter et appliquer l2 méthode en question.

Si on excopte les anuexcs, le travail §'schéve par diverses applications des ré-
sultats obtenus : Ielations entre moments et dérivées de Lic des spineurs dans
laquelle via la supérisation et la quantification équivariantes de certains moments,
on obtient une dérivée de Lic des spineurs dans la direction de tout champ de vec-
leur qui généralise & tous les poids de densité celle proposée par Yvette Kosmann,
Délermination des tenseurs, symboles et opérateurs différentiels conformément in-
varianls, avec application a la chiralité et & lopérateur de Dirac, Couplege d un
champ électromagnétique, Tenseurs de Killing- Yano et supercharges ot quantifica-
tion de celles-ci. Comme dit phus haut, je n'entrerai pas dans leur détail — ccla me
serait difficile pour certaines. Mais il me plait & souligner qu’eclles sont non iviales
et qu'clles cautionnent indirectcrnent la qualité ot Putilité des résullats généraux
obtenus par Jean-Philippe Michel.

5

La qualité de la rédaction est remarquable. L'exposé est mené tics pédagogique-
went, avec une trég grande lucidité et une non moins graude maitrisc.

La culture mathématique de Joan-Philipe Michel est impressionnaute. Loin d'étre
livresque, on voit bien, au contraire, qu'il a parfaitement assimilé ce qu'il & appris
au point de pouvoir en [airc une gynthése originale marquéc d'une forte personnalité
et de Uutiliser A ses fins. Doué au surplus d’unc belle imagination, il présente ainsi
un travail que je trouve exceptionuel. Fn Lout cas, ¢'est une des plus belles théses
que j’ai eu & analyser.

Je n'ai douc pas le moindre doute quant au [ait que Jean-Philippc Michel mérite
lc titre do Docteur en Physique Théorigue ot Mathématique ni quant. su fait qu'un
brillant avenir scicntifique Jui soit promis!

A
T LBCOMTE
oc-d}l/ /PL SLGCW oo

Pg:

5/5



