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Mes recherches se situent a l'interface de deux champs actifs de recherche en géométrie
différentielle : la géométrie de Poisson et la géométrie parabolique. La premiere étudie les
structures géométriques intervenant en physique, & commencer par les variétés symplectiques
ou de Poisson et leurs quantifications. La seconde a pour objet les géométries de Cartan mo-
delées sur des variétés de drapeaux G/P, avec G un groupe de Lie semi-simple et P un sous
groupe parabolique, e.g. les géométries conforme et projective. L’étude des invariants de ces
géométries est un enjeu majeur. Parmi ceux-ci, les quantifications invariantes tiennent une
place centrale. Je contribue a leur élaboration et en explore les applications, e.g. a la classifi-
cation des symétries du laplacien conforme. Leur considération dans le cadre de la géométrie
algébrique est prometteuse pour la quantification des orbites coadjointes nilpotentes de G
et étude de lalgebre des opérateurs différentiels algébriques sur G/P. A l'opposé, leur ex-
tension dans un cadre analytique offrirait un pendant a la quantification de Weyl, adapté
e.g. a létude de la représentation minimale du groupe O(p + 1,¢ + 1). Le cas des opérateurs
différentiels spinoriels m’a conduit par ailleurs a 1’étude des supersymétries et des variétés
graduées symplectiques, ainsi que leur application aux algébroides de Courant.

1 Introduction a la quantification

Les mathématiques ont toujours puisées dans la physique une de leurs sources d’inspiration
les plus fécondes. Donnons deux exemples. La géométrie symplectique est née de la recherche
d’une formulation intrinseque de la mécanique hamiltonienne, tandis que 1’étude des algebres
d’opérateurs provient de la mécanique quantique. Les formalismes mathématiques de ses deux
théories physiques peuvent étre résumés comme suit :

Meécanique classique Mécanique quantique
Espace des phases variété symplectique (M, w) espace de Hilbert H
Algebre des observables | algebre de Poisson A C C*°(M) | algebre associative A C L(H)
Equation d’évolution f= {H, f} f= [H, f]

Une fois son espace des phases spécifié, un systeme physique, classique ou quantique, est ainsi
déteminé par son hamiltonien, noté H, qui est une observable représentant 1’énergie et dont
découle I'équation d’évolution de toutes les autres observables.

Cette correspondance structurelle, entre les formalismes de la mécanique classique et quan-
tique, a conduit au concept de quantification, fécond dans de nombreux domaines en mathéma-
tiques. Citons ainsi la quantification de Weyl, qui relie opérateurs pseudo-différentiels et leurs
symboles, la méthode des orbites de Kirillov, qui établit, en particulier, une correspondance entre
orbites coadjointes et représentations unitaires des groupes de Lie nilpotents, et la théorie des



déformations, appliquée aux algebres de Poisson ou aux algebres de Hopf. Une situation stan-
dard est lorsque d’une part A = (J, Aj est une algebre filtrée, i.e. Ay = {0} C Ag C A; C ---
et A - A; C A4, et d’autre part A = gr A est l'algebre graduée associée. L’étude de A est
alors consubstantielle & celle d’applications de quantification Q : A — A, qui sont des inverses &
droite des applications symboles principales oy, : A — Ay := Ay /Ag—1. Ainsi, la symétrisation
ou l'isomorphisme de Duflo sont des quantifications, Q : S(g) — (g), reliant algebre symétrique
et algebre enveloppante d’une algebre de Lie g. Je m’intéresse plus particulierement au cas ol
A = D(M) est l'algebre des opérateurs différentiels sur une variété M et A = grD(M) est son
algebre de symboles. Cette derniére s’identifie a 1'algebre I'(ST'M) des tenseurs symétriques,
munie du crochet de Schouten, ou encore a ’algebre Pol(TM) des fonctions polynomiales en les
fibres de T* M munie du crochet de Poisson canonique. Comme il n’existe pas de quantifications
Q : Pol(T*M) — D(M) qui soit équivariante sous l’action des difféomorphismes, la construction
de telles applications Q dépend de la donnée d’une structure géométrique additionnelle sur la
variété M, par exemple une connexion affine [88]. Plus généralement, il a été récemment montré
qu’il suffit que M soit munie d’'une géométrie de Cartan parabolique |1|-graduée [20], comme une
structure projective ou conforme. Dans le cas localement plat, une telle géométrie est spécifiée
par l'action locale sur M d’une algebre de Lie simple |1|-graduée, g = g—1 ® go @ g1, comme 'ac-
tion projective de sl(n + 1,R) sur R", et il existe alors une unique quantification g-équivariante,
Q : Pol(T*M) — D(M). Ce type de quantifications est au cceur de mes recherches et s’avere
étroitement lié aux autres méthodes de quantification. Elle fournit en effet un star-produit for-
tement invariant sur Pol(T*M) et y étend la quantification géométrique. Par ailleurs, elle admet
de nombreuses applications : généralisations de la dérivée schwarzienne [17], classification des
modules des opérateurs différentiels agissant entre fibrés en ligne des densités [58], comparaison
de ces derniers avec leurs modules de symboles [54].

2 Etat de la recherche

Apres une breéve introduction a la géométrie conforme, je présente mes travaux portant sur
les quantifications a valeurs dans les algebres d’opérateurs différentiels scalaires puis spinoriels.
Dans le premier cas, traité en 2.1, les applications concernent la détermination des symétries du
laplacien conforme. Dans le deuxieéme cas, traité en 2.2, j’obtiens un nouvel invariant des algé-
broides de Courant et détermine les symétries de I'opérateur de Dirac. Enfin, j’expose en 2.3 mes
recherches en géométrie graduée, portant sur les géométries du supercercle et les généralisations
graduées-commutatives du déterminant, au-dela du bérézinien.

2.1 Quantification équivariante et opérateurs différentiels invariants

Une structure conforme sur une variété M est la donnée d’une classe d’équivalence de mé-
triques [g], ou g ~ g si il existe une fonction positive F telle que g = Fg. La variété est
dite conformément plate si [g] contient localement la métrique plate. Localement, le groupe des
transformations conformes de (M, [g]) est alors donné par O(p + 1,q + 1), si g est de signature
(p,q). Son algebre de Lie o(p + 1,q + 1) agit sur M par champs de vecteurs Killing conformes
X, satisfaisant Lxg = fg pour f € C®°(M). Un exemple important est ’espace O(p + 1,q + 1)-
homogene, donné par ’ensemble des demi-droites du cone nul de RPH14+1 et qui s’identifie aux



produit des spheres M = SP x S9.

Sur une telle variété, les opérateurs différentiels o(p + 1,¢q + 1)-invariants, agissant entre
fibrés vectoriels homogenes, ont été classifié, via la classification des morphismes entre modules
de Verma généralisés [13, 14]. En particulier, les fibrés en ligne homogenes sont donnés par les
fibrés de densités | A T*M|®*, ot A € R et n est la dimension de M, et les seuls opérateurs
invariants agissant entre de tels fibrés sont les puissances conformes du laplacien,

n—2k n+2k

AR Frme (M) = F o (M),

ott FAM) := T(| A» T*M|®}). Sur une variété conformément plate (M, [g]), I'invariance sous
laction de o(p + 1,q + 1) est équivalente & I'invariance sous changement de métrique dans la
classe conforme [g]. Cette derniere notion se généralise a toute variété conforme (M, [g]) et
est efficacement traitée via le calcul conformément invariant des tracteurs [6], qui est basé sur
la géométrie de Cartan et développé pour toute géométrie parabolique [21]. La plupart des
opérateurs o(p+ 1, ¢+ 1)-invariants admettent ainsi une généralisation conformément invariante
a toute variété (M, [g]), comme le laplacien de Yamabe, A = VgV, — 4(27__21)1%, dont le terme de
courbure assure l'invariance par changement conforme de métrique. Ici, V désigne la connection
de Levi-Civita et R la courbure scalaire de la métrique g.

Méme sur une variété conformément plate, la classification des opérateurs bidifférentiels
o(p+1, g+ 1)-invariants est pour I'instant hors de portée, mais fait ’objet de recherches intenses
[51]. La quantification équivariante en est un cas particulier. Par exemple, si elle est a valeurs
dans D’\’“(M ), Pespace des opérateurs différentiels agissant entre fibrés de densités de poids A
et pu, elle s’écrit

QM PoltMT* M) @ FNM) — FH(M), (1)

avec Pol*~(T*M) := Pol(T* M) ®coo (M) FH=A(M). Elle est unique pour des valeurs génériques
de A, v [35] et se prolonge aux variétés conformes générales en une quantification conformément
invariante, via le calcul des tracteurs [59, 78]. Mes travaux [65, 64, 67, 62], présentés dans cette
section, mettent en valeur le lien étroit entre quantification équivariante et opérateurs invariants.

Symétries du laplacien de Yamabe [64, 67, 62]. Dans un premier temps, la variété
(M, [g]), de signature (p, q), est supposée conformément plate.

Q . Quels sont les opérateurs différentiels Dy tels que AD1 = Do/A pour un certain opérateur
différentiel Dy ¢ Quelle est la structure d’algébre de cet espace de symétries ¢

Ces questions, dues & Witten, sont motivées en premier lieu par la théorie des champs de spins
élevés [84, 7]. Une réponse complete est fournie par Eastwood [37] en termes d’espace ambiant
conforme. Les symétries D; ainsi définies correspondent aux opérateurs différentiels préservant
le noyau du laplacien A. En particulier, celles d’ordre 1 sont données par les fonctions constantes
et par les dérivées de Lie des densités, le long des champs de vecteurs Killing conformes. Les
symétries d’ordre k ont pour symboles principaux des k-tenseurs Killing conformes. Ces derniers
forment le noyau d’un opérateur différentiel d’ordre 1, qui est conformément invariant, et ils
s’obtiennent comme produits symétriques de vecteurs Killing conformes. Ce sont les intégrales
premieres du flot géodésique nul, vu comme flot hamiltonien sur 7M.



Dans [64], je propose une nouvelle approche pour classifier les symétries de A. Elle est basée
sur : la quantification conformément équivariante [35], la classification des opérateurs confor-
mément invariants [13, 14] et la réduction symplectique de Marsden-Weinstein. Non seulement
elle me permet de retrouver I’extension des résultats de Eastwood aux puissances conformes du
laplacien, en évitant les développements tres techniques de [40], mais elle présente aussi I'avan-
tage d’étre facilement généralisable a d’autres opérateurs invariants. Je présente ici le cas du
laplacien.

Théoréme 2.1.1. [64] Soit Ap = "2—;2 La quantification conformément équivariante Qs a
établit un isomorphisme de o(p+ 1, q+ 1)-modules entre l’espace des tenseurs Killing conformes
et l'espace des symétries du laplacien.

Le premier espace s’identifie a l’algébre des fonctions réguliéres sur l’orbite coadjointe mini-
male Opin, de O(p+ 1,9 + 1) et le deuzieme a son unique déformation quantique : le quotient

de l'algébre enveloppante (o(p + 1,q + 1)) par l'idéal de Joseph.

Par définition, I'idéal de Joseph [46] est 'annihilateur dans $(o(p+1,¢+ 1)) de la représen-
tation minimale de O(p + 1,q + 1), qui se réalise comme le noyau du laplacien A sur 'espace
homogene SP x S7 [47]. Ainsi, ce théoréme peut s’interpréter suivant la philosophie de la méthode
des orbites : la quantification conformément équivariante conduit a la représentation minimale
de O(p + 1,q + 1) comme quantifiée de Oy, 'orbite coadjointe non triviale de dimension mi-
nimale de O(p 4+ 1,q + 1). Cette quantification permet aussi de retrouver l'unique star-produit
fortement invariant sur 'orbite Q. [3, 5].

Dans un deuxiéme temps, en collaboration avec Fabian Radoux (univeristé de Liege, Bel-
gique) et Josef Silhan (Université de Masaryck, République Tcheque), j'ai traité la question
suivante, en suspens depuis le travail de Eastwood [37].

Q . Sur une variété conforme générale (M,[g]), sous quelles conditions les 2-tenseurs Killing
conformes donnent-ils lieu a des symétries du laplacien conforme ?

Si les symétries d’ordre 1 sont données par les vecteurs Killing conformes et les fonctions
constantes, celles d’ordre 2 ne sont connues que dans quelques cas. Par exemple, Carter prouve
que V; K%V est une symétrie si K est un tenseur de Killing et si (M, g) est une variété d’Einstein
[24]. Pour résoudre le cas général, nous étendons la méthode mise au point dans [64]. Ceci est
possible grace & Pexistence d’une quantification Q2?2 naturelle et conformément invariante [59,
78], et a la classification que nous obtenons des opérateurs naturels et conformément invariants
entre certains fibrés tensoriels.

Théoréme 2.1.2. [67] Les symétries d’ordre 2 de A (aux symétries d’ordre 1 prés) sont données
par

Dy = Q2 (K) ~ f,

ot K est un tenseur Killing conforme tel que Obs(K) = 3((7;121)) dx’ (ijkvl — 3Aijk) KI* est
une 1-forme exacte, et la fonction f vérifie df = Obs(K). Ici, A et C sont les tenseurs de

Cotton-York et de Weyl, et l'opérateur Obs est conformément invariant.

Nous fournissons deux exemples en dimension 3. Dans 1'un, opérateur Q2?2 (K) n’est
pas une symétrie du laplacien conforme mais Obs(K) est une 1-forme exacte et nous obtenons



une symétrie de symbole principal K. Dans 'autre, basé sur une métrique Stéckel conforme, la
1-forme Obs(K) n’est pas exacte et il n’existe donc pas de symétrie du laplacien conforme de
symbole principal K.

Les opérateurs différentiels D, tels que [Dy,A] = 0, forment une algebre de symétries qui
préserve tous les espaces propres du laplacien et pas seulement son noyau. Jusqu’a lordre 2, les
travaux précédents [64, 67] donnent une description de ces symétries. Par ailleurs, leur symboles
principaux sont clairement des tenseurs de Killing, i.e., des symétries du flot géodésique.

Q . Déterminer la structure d’algébre des symétries commutant avec le laplacien, sur les variétés
(M,g) a courbure constante.

En collaboration avec Petr Somberg (Université Charles, Prague) et Josef Silhan, je montre
que cette algebre est un quotient de (g), l'algebre enveloppante universelle de 1’algebre de Lie
des champs de Killing, g = o(p + 1,q), o(p,q) x RP? ou o(p,q + 1) suivant la courbure et la
signature (p, q) de la métrique g. Les deux étapes clés sont la construction d’une quantification
adaptée et d’une bijection entre tenseurs de Killing et sections paralleles d’un certain fibré vec-
toriel. Pour ce faire, nous développons le calcul des tracteurs dans le cadre (pseudo-)riemannien.

Existence et unicité de la quantification équivariante : les cas exceptionnels [65].
Soit M =R™ et g =g_1 @D go ® g1 une algebre de Lie simple |1|-graduée agissant par champs de
vecteurs sur R", avec g1 = R"™ agissant par translations. D’apres [16], il existe alors une unique
quantification g-équivariante QM pour des valeurs de \ et p génériques.

Q . Pour quels poids A\, . la quantification g-équivariante n’est pas unique ou ne peut étre définie ?
Comment interpréter ces poids exceptionnels ?

J’ai apporté une réponse a ces questions en utilisant ’approche cohomologique de la quan-
tification équivariante, développée par Lecomte dans le cas projectif [52].

Théoréeme 2.1.3. [65] La quantification g-équivariante existe et est unique si et seulement si il
n’existe pas d’opérateurs g-invariants sur l’espace des symboles qui abaissent le degré.

Un cas particulier est g = o(p+1, ¢+1) agissant par champs de vecteurs Killing conformes sur
RP4. Le théoreme 2.1.3 précise alors les résultats déja connus [35, 78]. De plus, j'obtiens alors que
QM est non unique si et seulement si il existe des opérateurs conformément invariants & la fois
sur I'espace des symboles et sur I’espace des densités F*(M). Ce travail fournit une réalisation
non triviale de la conjecture de Kroeske [51] : en géométrie parabolique, les cas exceptionnels de
non-existence ou non-unicité d’'un opérateur bidifférentiel invariant correspondent a l’existence
d’un opérateur différentiel invariant sur au moins 'un de ses facteurs. Le cadre précis dans lequel
ce paradigme est valable reste une question ouverte.

2.2 Quantifications a valeurs dans les opérateurs différentiels spinoriels

Soit (F,g) un fibré pseudo-Euclidien sur M de rang pair, qui admet un fibré spinoriel S, i.e.
tel que EndS = CI(E). Si E = T M, alors M est une variété pseudo-Riemannienne spinorielle.
L’espace des sections de S de carré intégrable est alors I’espace des phases quantique d’une
particule & spin sur M, et I'algebre des opérateurs différentiels spinoriels D(M, S) est une algebre



d’observables pour ce systeme. S’appuyant sur la supergéométrie qu’il a fondé, Berezin, avec
Marinov, a proposé un pendant classique & ce systéme [9]. Une telle pseudo-particule a spin a
depuis été largement étudié en physique, voir e.g. [72, 39], mais toujours dans le formalisme
lagrangien.

Par ailleurs, Getzler a développé une quantification a valeurs dans D(M, S) pour une filtration
bien choisie, qui assigne un ordre aux sections de C1(T'M ). Elle lui permet de fournir une nouvelle
preuve du théoreme de l'indice pour l'opérateur de Dirac. Par contre ’algebre des symboles
définit par cette filtration n’est ni commutative, ni supercommutative.

Je prolonge ces deux points de vues sur l'algebre D(M, S) en m’appuyant sur le concept de
quantification, tout d’abord pour un fibré (E,g) quelconque.

Réalisation géométrique des symboles de D(M,S) [63, 42]. Le diagramme présenté
en introduction conduit naturellement aux questions suivantes.

Q . Quelle est l'algébre de Poisson correspondant a l’algébre D(M,S) ¢ Quelle est la variété
symplectique correspondante ?

En collaboration avec Melchior Griitzmann et Ping Xu (Penn State University, Etats—Unis),
j'obtiens la réponse dans [42], grace a un choix de filtration spécifique et différent de celui
de Getzler. Précisément, cette derniere assigne un ordre 2 aux dérivations et un ordre 1 aux
générateurs des sections du fibré de Clifford. Ainsi, 1’algebre graduée associée gr D(M,S) est
isomorphe a l'algebre de Poisson O(M) des fonctions sur la variété graduée

M = T*[2]M & E[1].

Ici, E[k] désigne 'espace annelé de base M et de faisceau structurel donné par les sections de
AE* ou SE* suivant la parité de k, les sections de E étant considérées de degré k. Via la métrique
g, le fibré E* s’identifie & E, et donc O(M) = Pol(T* M) ®ceo(pr) [(AE). De plus, les sections
de A'E sont considérées de degré [ et les fonctions polynomiales de degré k en les fibres de
T* M sont considérées de degré 2k. Par ailleurs, la structure symplectique de M est uniquement
déterminée par la métrique g et une connection compatible sur E [73, 74].

Quantification de Weyl de M et application aux algébroides de Courant [42]. La
structure d’algébroide de Courant sur un fibré (E, g) a été introduite dans [56] et apparait dans
de nombreux contextes : géométrie complexe généralisée [43], bi-algébroides de Lie [56], géomé-
trie parabolique [2], o-modeles [75]. Roytenberg a montré qu’une telle structure peut étre décrite
par une fonction cubique © € O3(M) en involution {©,0} = 0 [74].

Q . Peut-on décrire la structure d’algébroide de Courant en terme d’un opérateur D € D(M, S) ¢

Une réponse affirmative a été apportée par Alekseev et Xu [1], via le concept d’opérateur
de Dirac nilpotent, dont le carré est une fonction sur M. Le cas particulier des bi-algébroides
de Lie a été étudié en détail dans [26], puis utilisé dans le cadre de la géométrie complexe
généralisée [25]. Dans [42], nous clarifions le lien entre ces travaux et celui de Roytenberg grace
a notre extension de la quantification de Weyl & M, de la forme WQ : O(M) — D(M, S). Cette
derniere dépend d’un choix de connections sur les fibrés vectoriels TM, F et S.



Théoréme 2.2.1. [}2] Soit (E,g) un algébroide de Courant décrit par © € O3(M). Il existe un
unique opérateur de Dirac nilpotent D € D(M,S) qui soit antisymétrique et de symbole principal
©, il est égal a WQ(O).

L’unicité de D est un résultat fondamental, esquissé par Severa [77]. En conséquence, la fonc-
tion D? est un invariant de ’algébroide de Courant E, que nous identifions géométriquement.

Quantification géométrique de M et géométrie conforme de M et S [60, 61]. Je
suppose désormais que E = TM, la métrique g sur T'M provenant d’une structure pseudo-
Riemanienne sur M. De plus, la dimension de M est supposée paire.

Q . La quantification géométrique de M permet-elle de construire le fibré des spineurs S ?

Des son article fondateur sur la supergéométrie [50], Kostant exhibe le lien entre algebre de
Grassmann et algebre de Clifford via la préquantification. La quantification géométrique permet
en plus d’obtenir le module des spineurs comme espace de représentation de 1’algebre de Clifford
[80, 86]. Dans [60, 61], je généralise ces résultats et construis le fibré des spineurs S a partir d’une
polarisation sur M. La quantification géométrique permet alors de relier actions symplectique
sur M et unitaire sur S. En particulier, la dérivée de Lie des spineurs [49], définie pour les
champs de vecteurs Killing conformes X de (M, g), correspond & un certain relevé hamiltonien
de X a M, que j’ai identifié géométriquement.

Quantification conformément équivariante et particules libres a spin [60, 63]. Do-
rénavant la variété (M, g) est supposée conformément plate et de signature (p, q). La dérivée de
Lie des spineurs munit D(M, S), mais aussi sa modification DM (M, S) par des fibrés de densités,
d’une action de I’algebre de Lie conforme o(p+1, ¢+1). Il en découle deux o(p+1, ¢+ 1)-modules
de symboles : le premier, S#~*(M), est gradué et muni de I'action hamiltonienne de o(p+1, g+1),
le deuxieme, T#~*(M), est bigradué et muni de I’action tensorielle de o(p + 1,q + 1). Les deux
sont isomorphes & O(M) en tant que C>°(M)-modules.

Q . Euziste-t-il une unique quantification conformément équivariante a valeurs dans D)"“(M, S) ¢

Les résultats généraux de [20] s’appliquent et fournissent une réponse positive si le module
source de la quantification est T#~*(M). L’autre choix de module S#~*(M) est également per-
tinent et traité dans ma these.

Théoréme 2.2.2. [60, 63] Pour des poids génériques \, u € R, il existe une unique superisation
GHA  THANM) — SHAM) et une unique quantification QM : SF=A(M) — DM(M, S) qui
sont conformément équivariantes.

La preuve est analogue a celle donnée dans [35] pour les opérateurs différentiels scalaires : il
s’agit de calculer les opérateurs de Casimir des trois modules en jeu et de les diagonaliser. Pour
cela, j’ai étendu la décomposition harmonique aux polynémes sur le superespace R™™.

Ces résultats s’appliquent a la descritpion pseudo-classique et quantique des particules a
spin. Je retrouve en particulier les symétries d’ordre 1 de l'opérateur de Dirac obtenues dans
[8] et leur pendant classique données par superisation de tenseurs Killing-Yano conformes [39,
79, 22]. Plus généralement, j'obtiens toutes les supercharges par la superisation G" de tenseurs
Killing conformes symétriques/antisymétriques. De plus, je montre que ces derniéres sont en

n—1

correspondance avec les symétries de I'opérateur de Dirac via QM pour A = o



2.3 La supergéométrie et ses généralisations

La supergéométrie a été introduite suite a la découverte des supersymétries, comme généra-
lisation Zo-graduée de la géométrie usuelle. Elle permet, par exemple, de réaliser la superalgebre
de Virasoro comme champs de vecteurs, sur une supersurface de Riemann ou sur le supercercle.
Je présente une étude géométrique de ce dernier dans I’esprit du programme d’Erlangen de Félix
Klein. Par ailleurs, de nombreuses algebres associatives sont graduées-commutatives, mais pour
des graduations plus fines que la simple parité, données par des groupes abéliens quelconques.
Avant d’élaborer une géométrie dans un tel cadre, il s’agit d’y étendre l'algebre linéaire et en
particulier la notion non triviale de déterminant.

Géométries du supercercle [66]. Soit E le fibré vectoriel trivial St x RY sur S!. Le super-
cercle STV est défini comme la supervariété I1FE, de base S' et de faisceau structurel T'(AE*).
Pour N = 0, il se réduit au cercle qui admet trois géométries finies : euclidienne, affine et projec-
tive. Elles sont caractérisées de maniere équivalente en termes d’action de groupe, d’invariant ou
du 1-cocycle déduit de ce dernier par la formule de Cartan. Par exemple, dans le cas projectif,
la dérivée schwarzienne est déduite du birapport par ce procédé, voir e.g. [34]. Les 1-cocycles
ainsi obtenus engendrent les trois seuls espaces de cohomologie H!(Diff, (S'), FA(S1)), A € R,

qui sont non triviaux. En retour, ces derniers classifient les géométries du cercle.
Q . La classification des géométries du cercle s’étend-elle au supercercle ¢

En collaboration avec Christian Duval (université d’Aix-Marseille), je réponds a cette ques-
tion dans [66], en me restreignant aux géométries de contact du supercercle. Nous fournissons
ainsi une approche synthétique a différents objets issus de la théorie superconforme des champs,
en particulier les super-birapports pair et impair [57] et la super-dérivée schwarzienne [71]. L’idée
maitresse consiste & traiter Paction d’un supergroupe de Lie sur SV comme P’action d’un groupe
sur un produit direct de deux ensembles via le formalisme des S-points. La construction des in-
variants, pairs et impairs, devient alors une généralisation directe du cas du cercle. De plus, la
formule de Cartan permet d’associer aux invariants pairs des 1-cocycles si N = 1,2. Nous en
déduisons une classification des géométries de contact de S'I* par H'(K (1), FA(S')), avec K (1)
le supergroupe des contactomorphismes.

Généralisation du déterminant aux algébres graduées commutatives [31]. Si I" est
un groupe abélien de type fini, alors les algebres simples I'-commutatives sur R ont exactement
pour parties paires les algebres de Clifford [68] (nous supposons que la loi de commutation est
encodée par un bicaractere I' x I' — {£1}). En particulier, 'algébre des quaternions est vue
comme une algebre (Zs)3-graduée commutative. Il en découle un nouveau point de vue pour l’al-
gebre linéaire sur les algebres de Clifford, et notamment pour la notion de déterminant. Ceci est
d’autant plus intéressant qu’il existe plusieurs généralisations du déterminant pour les matrices
a coefficients quaternioniques [4].

Q . Quelles propriétés du déterminant se généralisent aux matrices a coefficients dans les al-
gebres I'-graduées paires ?

Cette question a été traitée en termes de quasi-déterminants [32] puis en termes cohomolo-
giques [30]. En collaboration avec Tiffany Covolo (université du Luxembourg), je propose une



troisieme approche dans [31]. Elle est basée sur I’équivalence entre les catégories des algebres Za-
et [-graduées commutatives, qui induit une équivalence forte entre les catégories monoidales de
leurs modules. Pour les morphismes de modules (préservant le degré), nous retrouvons existence
et unicité du I'-déterminant comme morphisme de groupe. De plus, nous obtenons une formule
explicite pour celui-ci, résultat hors de portée par les deux précédentes approches. Enfin, nous
montrons qu’il existe une famille finie de déterminants le prolongeant aux morphismes internes
(ne préservant pas le degré) et vérifiant une propriété de multi-linéarité au signe pres. Pour
I'algebre des quaternions, cette famille de I'-déterminants fournit une alternative, a valeurs dans
H, aux déterminants quaternioniques connus, en particulier au déterminant de Dieudonné qui
est un morphisme de groupe a valeurs dans R [33].

3 Projet de recherche

Mon projet de recherche s’articule autour de trois axes complémentaires : le dévelopement
de la quantification équivariante, son utilisation pour classifier les symétries d’opérateurs diffé-
rentiels invariants, et 'extension aux supergroupes de la méthode de Kirillov et des formules de
déformations universelles de Rieffel.

3.1 Extension de la quantification équivariante

Je propose a la fois d’étendre le cadre géométrique de la quantification équivariante a I’en-
semble des géométries paraboliques et d’en obtenir des formules intégrales pour prolonger ses
espaces de définition.

Quantification équivariante et géométrie parabolique. Les briques élémentaires de la
géométrie parabolique sont les espaces homogenes G/P ou G est un groupe de Lie simple et
P un sous-groupe parabolique. Localement, cela correspond a l'action par champs de vecteurs
sur R™ d’une algebre de Lie simple et |k|-graduée : g = g_p @ --- @ g, ou la partie négative
g_xD---Bg_1 est de dimension n et agit par translations infinitésimales. Si k& > 1, il en résulte un
drapeau invariant sur R" et une nouvelle filtration sur les opérateurs différentiels [69]. Si k = 2,
une telle filtration affecte un ordre 1 aux dérivations tangentes a la distribution invariante et un
ordre 2 aux dérivations transverses. Elle permet, par exemple, d’établir un théoreme de I'indice
pour des opérateurs sous-elliptiques [83].

Depuis sa découverte en géométrie projective [53] et conforme [35], la quantification équiva-
riante QM* a connu de nombreuses généralisations successives. En particulier, elle existe et est
unique pour toute géométrie parabolique |1|-graduée [16], ainsi que pour la géométrie contact
projective qui est |2|-graduée [28].

Q . Eziste-t-il une unique quantification équivariante pour toute géométrie parabolique plate ¢

L’existence est garantie, car on sait que g C g C Vect(R"), avec g une algebre de Lie |1]-
graduée [15]. Par contre l'unicité n’est pas vérifiée en général, comme le montre un exemple
simple (avec P sous groupe de Borel). Pour la rétablir, mon idée est de ne considérer que les
quantifications qui respectent a la fois la filtration standard, donnée par ’ordre, et la filtration
additionnelle induite par le drapeau invariant. La décomposition de ’espace des symboles donné



par le caractere infinitésimal de g doit alors permettre de montrer I'unicité, suivant la méthode
élaborée dans [28].

Pour G est un groupe algébrique complexe simple, Brylinski a construit une quantification
équivariante sur l’algebre des fonctions régulieres R[T*G/P], sous certaines conditions sur G/P
[18]. Cette quantification spécifie un produit hermitien sur R[T*G/P] qui fournit un modele
holomorphe pour la représentation unitaire de G sur 'espace des demi-densités F 3 (G/P). La
quantification que je propose devra étre comparée a celle-ci. Par unicité, les deux coincident dans
le cas |1]-gradué. Pour aller plus loin, je propose de comparer chacune de ces quantifications équi-
variantes pour des paires G/P = G'/P' ou G/P — G/P'. La comparaison des représentations
unitaires correspondantes ira de paire.

Formules intégrales pour les quantifications équivariantes. De nombreuses générali-
sations de la quantification de Weyl ont été développé. Du point de vue de ’analyse harmonique
sur les groupes de Lie, il s’agit de construire des entrelacements continus entre espaces topolo-
giques, de fonctions sur des orbites coadjointes d’une part et d’opérateurs sur les représentations
unitaires correspondantes d’autre part. La quantification équivariante, QM : Pol(T*G/P) —
D\(G/P), est essentiellement de ce type. En effet, T*G/P est la résolution de Springer de
ladhérence d'une (ou plusieurs) orbites coadjointes nilpotentes, et Dy(G/P) est 1'algebre des
opérateurs différentiels agissant sur ’espace des A-densités, une représentation de G qui est
unitaire si A — % € 1R. Par contre les propriétés topologiques de la quantification équivariante
sont inconnues a ce jour. Pour la quantification de Weyl, celles-ci se déduisent de sa formule
intégrale. Par exemple, cette formule permet de montrer aisément que les fonctions de carrés
intégrables sur T*R"™ sont quantifiés en des opérateurs de Hilbert-Schmidt. En collaboration avec
Mickaél Pevzner (Université de Reims) et Pierre Bieliavsky (Université Catholique de Louvain,
Belgique), je propose de traiter la question suivante.

Q . Déterminer une formule intégrale pour la quantification g-équivariante.

Tout d’abord, nous chercherons une telle formule pour la quantification SL(n+1, R)-équivariante
de T*RP™, qui est la mieux connue. Cette derniere est essentiellement la quantification de ’or-
bite coadjointe minimale nilpotente de SL(n+1,R) (égale & T*RP™ \ RP" si n > 2). Cela en fait
un strict analogue de la quantification de Weyl qui est la quantification de 'orbite coadjointe
minimale nilpotente de Sp(2n,R) (égale & T*R™ \ {0}).

J’envisage deux méthodes. La premiere consiste a adapter la quantification, obtenue dans
[70], des orbites coadjointes hyperboliques SL(n + 1,R)/GL(n,R). S’inspirant de [11], il serait
possible d’obtenir la quantification voulue par I'introduction de parametres dans la quantification
de [70] puis en effectuant un passage a la limite approprié. La seconde approche consiste a
construire un entrelacement entre la quantification chercherchée et la quantification de Weyl.
Pour ce faire, jutiliserai la méthode développée dans [11]. Elle fournit cet entrelacement comme
opérateur de convolution dont le noyau est solution d’'une EDP linéaire. Dans les cas connus
cette derniere est résoluble par séparation des variables. Par unicité, la quantification ainsi
trouvée coincidera avec celle obtenue dans [36]. Pour n = 1, il sera intéressant de comparer le
résultat avec les quantifications des autres orbites coadjointes de SL(2, R), hyperboliques [82] et
elliptiques [81, 11]. De plus les crochets de Rankin-Cohen devraient apparaitre naturellement
dans le développement du star-produit associé [27, 53].
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Par la suite, nous chercherons a déterminer la quantification de ’orbite coadjointe minimale
de O(p + 1,q + 1). Je postule que 'EDP associée a cette quantification par [11] est reliée a
Popérateur différentiel d’ordre 4 étudié dans [45, 44]. Les vecteurs propres de ce dernier définissent
de nouvelles fonctions spéciales et des polyndémes orthogonaux généralisant ceux de Laguerre,
qui sont les vecteurs K-fini de la représentation minimale de O(p + 1,¢q + 1).

3.2 Symétries d’opérateurs différentiels invariants

Soit D : I'(E) — T'(F) un opérateur différentiel G-invariant, agissant entre des fibrés ho-
mogenes E et F' sur G/P. Jappelle symétries de D les opérateurs différentiels A € D(M, E)
vérifiant Do A = Bo D pour un certain opérateur différentiel B € D(M, F'). De telles symétries
préservent le noyau de D. Bien sur les opérateurs Ap o D sont des symétries de D, qui sont
considérées triviales.

Je propose une étude générique de l'algebre des symétries de tels opérateurs (modulo les
symétries triviales), m’appuyant sur lapproche initiée en [64]. Elle repose sur l'existence de
la quantification équivariante sur T*G/P (voir paragraphe précédent), et la classification des
opérateurs invariants, qui découle des travaux algébriques [13, 14]. Suivant que le fibré E est
irréductible ou non, la situation est radicalement différente. Je propose une étude systématique
dans le premier cas et le traitement explicite de deux systemes sur la pseudo-sphere conforme
SP x 87 dans le deuxieme cas : le systeme infini A @ A2 @ A3 @ -+ et le systeme A @ D (i.e.
laplacien plus opérateur de Dirac).

Opérateurs agissant entre fibrés homogénes irréductibles. Jusqu’a présent, I'algebre
des symétries a été déterminé uniquement pour des opérateurs agissant entre fibrés irréductibles.
Citons le laplacien et ses puissances conformes [40, 64], le sous-laplacien CR [85] et 'opérateur
de Dirac restreint au fibré homogene des demi-spineurs [38]. Suivant les résultats obtenus dans
tous ces cas, je propose de traiter les questions suivantes pour un opérateur invariant D agissant
entre fibrés homogenes irréductibles sur G/P.

Q . (i) L’espace des symétries de D d’ordre k (modulo les symétries triviales) est-il de dimen-
sion finie ? (ii) L’algébre des symétries de D est-il un quotient $4(g)/J, ot (g) est l’algébre
enveloppante de g = Lie(G) ? (iii) L’idéal J est-il 'annulateur de ker D ?

D’apres [64], il existe une symétrie de D de symbole principal donné si et seulement si ce der-
nier est dans le noyau d’un opérateur G-invariant agissant entre certains fibrés homogenes. Pour
répondre a (i), une méthode consiste alors a décomposer les fibrés en questions en fibrés irréduc-
tibles et a appliquer la classification des opérateurs invariants & chaque composante. L’espace des
symétrie d’ordre k est de dimension finie si les seuls opérateurs non-triviaux apparaissant ainsi
sont la version géométrique [19] des premiers opérateurs de la résolution de Bernstein-Gelfand-
Gelfand (BGG) [55]. En effet, ce sont exactement ceux admettant des noyaux de dimension finie.
Pour un cas particulier donné, cette procédure est aisément applicable, mais le faire de maniere
générale pourrait s’avérer délicat. Le cas d’opérateurs invariants sur des variétés de drapeaux
completes G/ B, avec B sous groupe de Borel, devrait étre instructif. Une fois la classification des
symétries faite, je pourrai aborder les questions (ii) et (iii). Pour (ii), il s’agira essentiellement
de comparer la décomposition en g-modules irréductibles de ’algebre symétrique S(g) avec les
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g-modules de symétries obtenus. Pour (iii), il s’agira tout d’abord de fixer le cadre adéquate.
Ainsi, pour le laplacien conforme, I’algebre de symétrie ne dépend pas de la signature tandis que

que le noyau de ce dernier est réduit a zéro dans le cas Riemannien.

Systemes d’opérateurs. Une direction complémentaire de recherche consiste a étudier les
algébres de symétries d’opérateurs différentiels invariant agissant entre fibrés homogenes réduc-
tibles sur G/ P, i.e., de systemes d’opérateurs invariants. Je m’intéresse en particulier aux cas ou
lalgebre des symétries est engendrée par une (super-)algebre de Lie g’ contenant strictement g.
Dans un tel cas on peut chercher un entrelacement entre le g’-module des solutions du systéme
d’opérateurs et un g’-module de sections sur un espace plus gros G’/ P’ (avec Lie(G’) = ¢'). C’est
un probléme inverse a celui de restriction d’une représentation d’un groupe G’ & un sous-groupe
G. Je présente des résultats préliminaires obtenus en collaboration avec Josef Silhan (Masaryk
University, Brno, République Tcheque) pour les deux exemples mentionnés ci-dessus.

Q . Quelle est Ualgébre de symétries du systéme infini AGA?BA3E- - - et comment Uinterpréter ?

D’apres [40, 64], les symétries de chaque opérateur AF (k-ietme puissance conforme du la-
placien) sont engendrées par l'algebre de Lie o(p + 1,¢ + 1) des champs de vecteurs Killling
conformes sur la pseudo-sphere SP x S9. Ce systeme admet de plus des symétries entrelacant les
puissances conformes successives du laplacien et I'algebre des symétries est ainsi engendrée par
o(p+2,g+1). De plus elle est isomorphe a I’algébre engendrée par 'action de o(p+2,¢+1) sur
le module des densités Fy(SP*! x S9), pour un certain A € R. Afin d’élucider le lien entre
ces deux représentations, nous nous aiderons de la détermination des lois de branchements
SOp(p + 2,9+ 1) | SOg(p + 1,9 + 1) obtenues dans [48] pour les modules de Verma généra-
lisés.

Q . Quelle est l'algebre de symétries du systéme A ® D et comment l'interpréter ?

Les symétries qui entrelacent A et D sont données par I'action des twisteurs-spineurs (ou
spineurs Killing-conformes). En y ajoutant les symétries individuelles de ces deux opérateurs,
données par o(p+1,¢+ 1), nous obtenons toutes les symétries du lagrangien décrivant un boson
et un fermion libre. En dimension 2, elles forment la superalgebre de Virasoro et sont a la
base de la théorie des supercordes, voir e.g. [41]. En dimension 4, elles forment la superalgebre
de Lie superconforme découverte par Wess et Zumino [87], et dont le complexifié est s((4[1).
En dimension 3, nous obtenons la superalgebre de Lie spo(4|2). En revanche, en dimensions
supérieures, les symétries d’ordre 1 de A D ne forment pas une algebre de Lie mais engendrent
toutes les symétries d’ordre supérieur. Nous nous concentrons donc sur les dimensions 3 et 4. Les
symétries de A @ D coincident alors avec celles de I'unique opérateur conformément invariant
qui agit sur I1S pour M de dimension 3 et sur IIST pour M de dimension 4 (S est le fibré
des spineurs et ST celui des demi-spineurs). L’action des twisteurs-spineurs est alors donnée par
les champs de vecteurs impairs (S est le fibré des spineurs) et l'identification de 1’algebre des
symétries est aisée. En dimension 3, c’est le quotient de I'algebre enveloppante $(spo(4/2)) par
I'idéal de type-Joseph déterminé dans [29].
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3.3 Quantification et supergroupes de Lie

Si les aspects algébriques de la théorie des superalgebres de Lie et de leur représentation
sont maintenant bien développés, il n’en va pas de méme des aspects analytiques. Ainsi la no-
tion de superespace de Hilbert et de représentation unitaire de supergroupe de Lie dépend des
auteurs. Les deux directions de recherche que je propose, en collaboration avec Axel de Goursac
(Université de Louvain, Belgique), consistent d’une part & clarifier certains aspects élémentaires
concernant la méthode des orbites pour les supergroupes de Lie et d’autre part a obtenir des
formules de déformations universelles pour des supergroupes de Lie.

Méthodes des orbites. Rappelons que la superalgebre de Lie de Heisenberg h(2n|p, q) est
définie par [(g,c¢), (¢, )] = w(g,d"), ot g, € R?IP4 ¢ ¢ € R et w est la forme symplectique
paire canonique de R2"P4. La restriction de cette derniere & ROP¢ est la métrique canonique.

Pour les supergroupes de Lie nilpotent 'analogue de la théorie de Kirillov est développée
dans [76]. En particulier, auteur y montre un analogue du théoreme de Stone-Von Neumann
classifiant les représentations irréductibles du supergroupe de Heisenberg, vu comme la paire de
Harish-Chandra (H(2n), h(2n|p, q)), avec H(2n) le groupe de Heisenberg. De par la définition de
représentation unitaire choisie, suivant [23], il n’existe aucune représentation irréductible unitaire
si p et g sont non nuls.

Nous proposons d’utiliser la définition plus général de superespace de Hilbert, proposée dans
[10], et de considérer comme unitaire toutes les représentations qui préserve la forme super-
hermitienne. Nous postulons que toutes les représentations irréductibles de I’algebre de Clifford-
Weyl, i.e. de l'algebre enveloppante de h(2n|p,q), sont alors unitarisables et données par la
méthode des orbites.

Quantification par déformations universelles pour ’action du supergroupe de Poin-
caré. A partir des représentations unitaires du groupe de Heisenberg G, obtenues par la méthode
des orbites, il est possible de construire des formules intégrales de quantifications G-équivariantes.
Un moyen naturel est d’utiliser la structure d’espace symétrique des orbites coadjointes asso-
ciées a ces représentations. Suivant le travail de Rieffel, ceci permet d’obtenir une formule de
déformation universelle, qui s’applique a toute C*-algebre admettant une action suffisamment
réguliere de G. Cette procédure a été généralisé d’une part a tout groupe de Lie G Kélherien a
courbure négative [12], et d’autre part au supergroupe de Heisenberg [10]. Nous en proposons

une nouvelle extension.

Q . Obtenir une formule de quantification par déformations universelles pour le supergroupe de

Poincaré en dimension 1+ 1|N.

L’exemple du groupe de Poincaré en dimension 1+ 1 s’inscrit dans le cadre du travail général
[12]. Cependant, I’extension au supergroupe de Poincaré est non triviale. Une premiere étude
nous a d’ores et déja permis de confirmer que la définition de C*-superalgebre proposée dans
[10] était pertinente dans ce cas également, car stable par déformation. Par ailleurs nous avons
clarifier certaines difficultés rencontrées dans [10], pour le traitement du supergroupe de Heisen-
berg, grace a la considération de polarisations complexes pour quantifier les orbites coadjointes.
De plus, le passage au supergroupe de Poincaré induit des phénomenes nouveaux, la structure
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symétrique ne provient plus d’un automorphisme du (super-)groupe et la formule de quantifica-
tion obtenue, si elle est toujours de type WKB, a désormais une amplitude bornée. Les variables
grassmaniennes jouent ainsi un role régularisant. La formule de déformation universelle obtenue
devrait conduire en particulier & une déformation non triviale du supergroupe de Poincaré, i.e. a
un supergroupe de Poincaré quantique. Ceci contraste avec le cas du supergroupe de Heisenberg,
ou la déformation induite sur le supergroupe est triviale. Dans un second temps nous explorerons
les applications potentielles. Les théories des champs, invariantes sous ’action du supergroupe de
Poincaré, sont des candidats naturels. L’objectif est de construire ainsi des théories quantiques
des champs qui soient renormalisables, comme cela a été fait dans [10]. Par ailleurs, & toute sur-
face Lorentzienne spinorielle M, on peut attacher une supersurface de Riemann. La déformation
de sa C*-superalgebre de fonctions pourrait donner lieu a une déformation non-triviale du triplet
spectral de M.
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